Matematiques

Geometria de l'espai

Solucions - 136 exercicis

Proves d'accés a la universitat (PAU) de Catalunya. Ordenats del més recent al més antic.
Retalls dels examens i pautes oficials (selecat.cat / universitats.gencat.cat).



1. PAU 2026 - Setembre - Série 2 - Exercici 4 (Opci6 B)

OPCIO B

4.1
Podem trobar el quart vertex de la tapa, D, de diverses maneres. Per exemple:
D =B +A4C = (4,1,5) + (0,9,0) = (4,10,5).
La tapa és un rectangle. La llargada sera la distancia entre el punt 4 i el punt B:
d(A,B) = |AB| =32+ 02 + 42 = 5u.
| l'amplada sera la distancia entre el punt A i el punt C:
d(A,C) = |AC| =02 + 92+ 02 =9w.

L'Aina ha fet el croquis d'una caixa rectangular amb dos costats de 5 i 9 unitats,
respectivament.

4.2

Sabem que el pla inferior , paral-lel al pla de la tapa, té per equacié —4x + 3z = 24.
Per tant, 'algada de la caixa és la distancia de qualsevol dels punts de la tapa, per
exemple el punt 4, al pla

|-4-14+0-1+3-1-24| [-25|
= =5u

am = J(=4)2 + 02 + 32 5

Per tant, la caixa mesura 5 unitats d’algada. Per a calcular el vértex sota del punt 4,
només hem de projectar A perpendicularment al pla 7: la recta perpendicular a ©
passant per A és

(x,y,2) = (1,1,1) + A(—4,0, 3).

Per tant, la projeccid A’ del punt A al pla = sera la interseccié d’aquesta recta amb el
pla m:

—4(1—40)+3(1+30) =24 - 250-1=24 - A=1.

Es tracta, doncs, del punt A" = (1,1,1) + (—4,0,3) = (-3,1, 4).



2. PAU 2026 - Juny - Série 1 - Exercici 4 (Opcio B)
OPCIO B.
4.1.

Comencem trobant els vectors Wj =(2,-2,1) i PR = (0,1, 2). El vector normal al pla
buscat és

. . i j k
n=PQ XPR=|2 -2 1|=—-4i+2k—i—4j=(-5-42).
0 1 2
Aixi doncs el pla buscat té equacio de la forma 5x + 4y — 2z + D = 0. Substituint les
coordenades del punt R a I'equacié anterior deduim D = —7 i, per tant, I'equacio
buscada és

m: 5x+4y—2z2—-7=0.

4.2.

i pensem el triangle APQR amb base P(Q, aquesta mesura

d(P,Q) =B —-1)2+(-2—-0)2+(0+1)2 =9 = 3.
Per altra banda, la recta PQ té equacio
(x,v,2) =(1,0,-1) + A(2,-2,1) = (1 + 24, -24, -1+ ),

i vector director (2, -2, 1). Per tant, el pla perpendicular que passa per R té equacio de
laforma2x—-2y+z+D=0,amb2—-2+1+D =0 — D = —1. | la projeccié de R
sobre la recta PQ sera la interseccié del pla 2x — 2y +z—1 = 0 amb la recta PQ, és a
dir

20+ 240) - 2(-20)+(-1+4)—-1=0 —914=0 — A1=0,

és el punt (1,0,—1) (és casualitat que sigui P; aix0 vol dir que I'angle RPQ és recte).
Aixi I'area del triangle APQR és

base - algada  d(P,Q)-d(P,R) 3- JA =12+ (1-0)2 + (1 +1)2

Area(PQR) = 5 5 5

Alternativament, també podem calcular I'area més rapidament, aprofitant el producte
vectorial de I'apartat anterior i la formula

NI PRl =1 fr_ev2 1 (—_a2 2 1 3 2
~|PQ x PR| =2 (=52 + (—4)? +22 = - V45 = ~V5u?



4.3.
El volum del tetraedre determinat pels punts P,Q,R, S és

; 3V5
Area(PQR) - algada _——d(S,m)

Volum(PQRS) = 3 3

Com que la distancia del punt S = (x,y,z) alplam:5x + 4y —2z—-7 =0és

|Sx +4y —2z—7| |[5x+4y—2z-7|
a(s,m) = = ;
V52 + 42 + (—2)2 V45

el lloc geometric dels punts S tals que el tetraedre format per P, Q, R, S tingui volum 1 ve
donat per

3V5 |5x+4y —2z—7]
2 3v5 =
3 ’

X +4y—2z—T = 6,
es a dir, son dos plans paral‘lels al pla m, d’'equacions
5x+4y—-2z2—-1=0, i S5x+4+4y—-2z—-13=0.
Criteris de correccio: (4.1) Compteu 0,75 punts pel calcul de I'equacio correcta del
pla. (4.2) Compteu 0,5 punts pel calcul de la base i 'algcada del triangle, i 0,25 per

l'area. (4.3) Compteu 0,5 punts pel planteig i desenvolupament del problema; 0,25 per
tractar correctament el valor absolut i 0,25 per les equacions dels dos plans finals.



3. PAU 2026 - Juny - Série 5 - Exercici 4 (Opcié6 B)

OPCI0 B.

4.1. Calculem la distancia entre els punts A(1,2,3) i B(5,3,7):
d(A,B) = || AB|| = (41,4l = V42 + 12 + 42 =33 ~ 5,74 cm.
Per tant, el sensor ha recorregut 5,74 cm.
4.2. Hem de calcular la distancia del punt B al pla &, d(B, ). Per fer-ho, necessitem
I'equacio general del pla:

x—6 y—1 z-1
i ! 1 0 |=0e=x-6-(y-1)=0 x—-y-=5=0.
0 0 y |

Aplicant la férmula de la distancia punt-pla, obtenim

1-5—-1-3+0-5| 3
d(B,m) = =—= 212 cm.
JIZ+(-1)2+02 V2

4.3. Per trobar el punt de xoc, hem de buscar el punt de tall del pla T amb la recta que
passa per A i per B. Primer explicitem 'equacio d’aquesta recta:

(x,9,2) = (1,2,3) + 1(4,1,4) = (1 + 41,2 + 1,3 + 42),
i ara busquem el punt en comu imposant I'equacio del pla:
1+4A-(2+1)-5=0,
don34—6=0i4=2. Aixd vol dir que el punt de xoc és
(x,y,2) =(1,2,3) +2(4,1,4) = (9,4,11).

Criteris de correccio: (4.1.) Compteu 0,5 pel calcul de la distancia entre els dos punts.
(4.2.) Compteu 0,5 per trobar I'equacio general del pla i 0,5 pel calcul de la distancia.
(4.3.) Compteu 0,5 per I'equacio de la recta i 0,5 pel calcul del punt interseccio.



4. PAU 2025 - Setembre - Série 3 - Exercici 4 (Opcio6 B)

4. OPCIO B. a) Només cal aplicar la férmula de la distancia punt-pla per comprovar
que

|2:0—-1+3-5]| 3 3+v6 <6
d(P,m) = = e—_—=—=
\/22 +(-DZ+ 12 N3 6 2

b) Tot pla paral-lel a r és de la forma 2x — y + z = D per algun D real. Com que volem
que passi pel punt P tenim

2:0-1+3=D

i, per tant, D = 2. El pla buscat és my: 2x — y + z = 2. Clarament la distancia entre mq i

nésd(my,m) =d(P,m) = ?.

¢) Per trobar un segon pla m, també paral-lel a m i que també estigui a distancia g de m,

buscarem el punt simetric, P’, de P respecte al pla 7. Busquem la recta perpendicular a
que passa pel punt P. L’equacié parametrica d’aquesta recta ¢s

ri(x,y,2)=(0013)+1-(2,-1,1) = (24,1 - 4,3 + 1).
Busquem el punt d’interseccid M de la recta r amb el pla m:

2-QD)-(1-A)+3+1=5

61 =3
A—l
=5

1 7 By
Per tant, M = (1, = E)' Ara ens cal trobar el punt simétric P’ de P respecte de m, fent per

exemple P' = P+ 2PM = (0,13) +2- (1,—3 3 ) = (2.0,4).

2’2

Finalment el pla buscat és de la forma 2x — y + z = E per algun E real i passa per P,
aixi doncs,

2:2-0+4=E,
i E = 8. Tenim doncs que 7, ¢s el pla d’equacio 2x —y + z = 8.

Alternativament, també poden plantejar [’equacio de la distancia d’un pla paral-lel

generic, a un punt qualsevol de 7 i demanar que sigui v6/2. Una solucié sera el 7r,i I’altra
el pla buscat ,. Compteu bé aquesta manera alternativa si esta ben justificada i calculada.

Criteris de correccio: (a) Compteu 0,5 per la comprovacié que la distancia és la que diu
’enunciat (inclosa la simplificacié de la fraccié6 amb arrels). (b) Compteu 0,5 per
I’equacio del pla paral-lel 1 0,25 per argumentar que la distancia €s la mateixa. (c)
Compteu 0,5 pel calcul de la projeccid, 0,5 pel calcul del punt simetric, 1 0,25 per
I’equacio final del pla.



5. PAU 2025 - Juny - Série 1 - Exercici 4 (Opcié6 B)

4. OPCIO B. a) El pla ' que busquem té vectors directors (1,1,0) i P_Q) =
(3, -3,6)- (1,-1,2) = (2,-2,4)~(1, -1, 2). Fent-lo passar pel punt P, sera el pla
d’equacio:

x—l1 y+1 z—2
1 1 0 |=2x—-2—-2z4+2—-2z+2-2y—-2=0
1 -1 2

és adir, 2x - 2y - 2z = 0; o, simplificant, x - y- z = 0.

b) La recta que ens demanen és la interseccié del pla ' amb el pla perpendicular a
P_Q>~(1, —1, 2) que passa pel punt mig:
B+ 1
M= —Q ==(4,—-4,8) = (2,-2,4).
2 2
Aquestplatéequaciox - y+2z=DambD =2- (-2)+2-4=12;ésadir,x- y +
2z = 12. Per tant, la recta demanada €s:

x-y-z=10 }
x-y+2z=12)

Com que restant obtenim z = 4, es tracta de la recta:

(x,y,z) =(k+4,k,4) =(404) + k(1,1,0).

Criteris de correccio: a) Compteu 0,5 punts per plantejar correctament el problemai 0,5

pel calcul de I’equacio. b) Compteu 0,75 p. per calcular I’equacio del pla perpendicular a

PQ passant pel punt mig, i 0,75 p. per I’equacié parametrica de la recta interseccié amb
I

o



6. PAU 2024 - Setembre - Série 3 - Exercici 6

(a) Per ser perpendicular a =, la recta r tindra com a vector director v = (1,2, —-2). |,
com que ha de passar per P = (1,3,0), es tracta de la recta (x,y,z) = (1,3,0) +
A(1,2,-2) = (1 + 4,3 + 24, —21). Imposant 'equacié del pla =, obtenim

14+A+23+21)—2(=24) = -7,

IA+7=-7,

- ' 14 ‘oA 14 28 28 -5 -1 28
és a dir, A = ——. Aix0 correspon al punt Q = (1 -—,3-=, —) = (—, —, —).
9 9 9 9 9 9 9

(b) Com que el punt Q que hem calculat és la projeccié ortogonal de P sobre el pla m,
la distancia demanada és

d(P,m) =d(P,Q) =

2 2

= (_5 1)2+(_1 3) +(28 0) SN Ve T
“ 4\ 9 9 9 -9 g g

Alternativament, la podem calcular amb la formula de la distancia punt-pla:

1+2-3-2-0+7| 14

AR = JIZ+22+ (=22 3

(c) Per ser paral-lel, ' haura de tenir equacioé de la forma x + 2y — 2z = D. | imposant
que la distancia a P = (1,3,0) també sigui de? obtenim

14 14+2-3-2-0-D| |7-D|
—=dP,n')= = ;
J12+22 4+ (-2)2 3

3

-7
21
pla = que ja coneixem, i I'altre pla =’ demanat sera el d'equacio x + 2y — 2z = 21.

ésadi,|7—D|=14, 7-D=+14, D=7 F14={_ . Elvalor D = -7 correspon al

Criteris de correccié: (a) Compteu 0.5 per la parametritzacio de la recta r, 0.25 per
imposar I'equacio del pla «, i 0.25 pel calcul final. (b) Compteu 0.5 pel calcul de la
distancia (per qualsevol dels dos métodes). (c) Compteu 0.5 per imposar 'equacio
(amb el valor absolut tractat correctament), i 0.5 per aillar D i donar la resposta.

Comentaris: L'apartat (a) es pot fer també trobant primer I'equacioé cartesiana de la
recta r i després fent el sistema d’equacions amb el pla 7. Compteu-ho bé, en la
mesura que el que facin sigui correcte i estigui ben explicat.



7. PAU 2024 - Juny - Série 1 - Exercici 6

6.

a)

[1 punt]

El pla buscat ha de ser perpendicular al vector AB = (-3,-2,3)—-(1,2,3) =
(—4,—4,0)~(1,1,0), per tant, té equacié de la forma x + y + 0z + D = 0. A més, ha de

passar pel punt mitja %(A + B) =(-1,0,3); pertant, =1 + D = 0 i es tracta del pla
dequacio x +y+1=0.
Geomeétricament és clar que aquest pla m esta format, precisament pels punts a igual

distancia de A que de B. Efectivament, per a un punt arbitrari P = (x, y, z), 'equacio
d(P,A) = d(P,B) és equivalent a

Jae—1D2+(—-2)2+(z-3)2=/(x+3)2+ (y +2)% + (z — 3)?,
x2—2x+1+y?>—4y+4+2z2—6z+9=x>+6x+9+y*+4y+4+22—-62+9,
—2x+1—-4y=6x+9+4y,

—8x—8y—-8=0

que simplificant-la és, precisament, 'equacio delplam, x + y+ 1 = 0.

b)
[0,75 punts]
Usant la férmula de la distancia punt-pla, tenim

[1+2+1] _ 4

VIZ+12402 V2’

d(B,m) = 1224l _ 4

d4,m) = JRrA0? V2

No és casualitat que doni el mateix resultat: les projeccions ortogonals de A i de B al
pla = s6n, precisament el punt mitja %(A + B) = (—1,0,3) per on hem fet passar el pla

7, perpendicular al vector 4B.

c)
[0,75 punts]

El punt € = (=7,6,3) compleix =7 + 6 + 1 = 0 i per tant pertany al pla = de I'apartat
anterior. Aixo vol dir que d(C, A) = d(C, B) i, per tant, el triangle ABC té almenys dos
costats iguals; per tant, és isosceles.



N - . . 4
Per calcular la seva area només necessitem la longitud de la base d(4, B) = 2 5=

44/2, i la seva alcada, que és la distancia de € al punt mitja entre 4 i B:

h=d((=7,6,3),(-103)) =62 + 62 + 02 =72 = 6V2.

Per tant el triangle ABC té area

4@-6\/'2-_

5 24 u2.

Area =

Criteris de correccio: (a) Compteu 0,5 per calcular I'equacio del pla =, i 0,5 per justificar
que es tracta exactament dels punts equidistants d’A i de B. (b) Compteu 0,25 per
calcular les dues distancies, i 0,5 per reconéixer que no és casualitat i explicar el motiu
pel qual sén iguals. (c) Compteu 0,25 per raonar que el triangle és isdsceles, 0,25 per
calcular I'al¢ada, i 0,25 per calcular la longitud de la base i I'area final.

Comentaris: Poden argumentar que el triangle és isosceles calculant directament la
longitud dels tres costats i veient que dues coincideixen; compteu-ho bé si ho fan aixi,
en la mesura que el que facin sigui correcte i estigui ben argumentat.

10



8. PAU 2023 - Setembre - Série 2 - Exercici 5

A partir de les equacions continues de I'enunciat podem escriure les rectes r1 i r2
en forma vectorial i parametrica:

ry: (6 y,2) = (L,0,0) + A (L,1,—-1) = (1 + 1,4, — 1)
ri(xy,z) = (0,0,0) + 1 (1,1,1) = (1)

Un vector qualsevol A;A4, formaten prendre A; € ri, A, € r2 vindra expressat
entermesde 414, = (u—A—1, u—2A, p+1)amby 1€ R.

La recta que passi per 4; i A, tallara r1 i r2perpendicularment si el vector A, 4, és
perperndicular als vectors directors de cada recta, és a dir si es compleixen les
condicions segients:

AA, L (1,1,-1) » (u—A—-Lu—Au+4)-(1,1,-1) =0
AA, L (1,1,1) » (u—A-1Lu—Au+1)-(1,1,1) = 0.

Efectuant els dos productes escalars les condicions anteriors es converteixen en
el sistema d'equacions:

L—31—-1=0
3u—A—1=0

Si a la segona equacio li restem 3 vegades la primera obtenim 81 = —2 i per tant

A= =%, i quan substituim en la primera obtenim g =1 +31=1->=

. . P 3 -1 1Y\ . 111
Aixi els punts respectius de cada recta son: 4; = (Z’T’Z) i Ay = (1,4—,;).

La recta que uneix aquests punts és la perpendicular que talla totes dues rectes i

tindra vector director A;4, = (—%% 0) ~ (—1,1,0) i equacio vectorial

—(111)+ 1,1,0
(x:yiz)— 414:4 Ct( Ly )

I, per tant, 'equacio paramétrica sera

1 1 1 ha €R
(x,y,2z) = (4 a,4+a,4),am a

1"



Aplicant I'apartat anterior tenim que

SR =82 rIz® 1 V2
d (i) = d (Ay 4y) = |44 = \/(7) @) v =5y

Observacio: Amb independéncia de I'apartat a) aquest apartat b) es pot resoldre
aplicant sigui la formula general per a la distancia entre dues rectes o bé via la
distancia entre una recta i llur projeccio perpendicular sobre I'altra.

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per les expressionsde ry i rz.

0,25 punts pel vector 4,4, .

0,5 punts per la condicié doble perpendicularitat.
0,5 punts pel calcul de As i A..

0,25 punts per I'equacié de la recta final.

0,25 punts pel plantejament de la distancia entre les rectes.
0,5 punts pel calcul de la distancia

12



9. PAU 2023 - Juny - Série 1 - Exercici 6

Resolucio:

a) Com que el pla buscat és perpendicular a m; i 5, els seus vectors directors seran
els vectors normals de ; i m,: v; = (1,1,0) i v; = (1,0,—1).

Trobem I'equacié general del pla amb vectors directors v, i v, i que passa pel punt P =
(4,1,2), en qué X(x,y,z) és un punt geneéric del pla:

x—4 1 1

y-1 1 0|=0->x—y+z-5=0|

z—-2 0 -1

b) Busquem la solucié del sistema {xx_+zy _=_32. Aillant obtenim:
- x=A

y:2+ - Six = A, tenim: [y=3—/’l

£ Tk z=2+2

La recta buscada en forma vectorial és:

[r:(x,y,2) =(0,3,2) + 1- (1,-1,1),A € R|

<)

Trobem I'equacio del pla perpendicular a la recta r i que passa pel punt P. Aquest és el
pla que ens han demanat en l'apartat a: x —y +z -5 = 0.

En cas que no ens adonem que ja tenim el pla d’un apartat anterior, aquest pla tindra
com a vector normal el vector director de la recta. Per tant, sera de la forma:

x—y+z+D=0.
Imposem que P estigui contingutenelpla:4—-1+2+D=0 - D = -5.

Ara hem de calcular el punt de tall de la recta L i el pla:

x=4
y=3-1ix—y+z=5-21-3-D)+(2+A)=5-21=2
z=2+4

Substituint A = 2 en les equacions paramétriques de la recta obtenim el punt :

0=2149)]

13



De forma alternativa;

El punt Q@ és la projeccié ortogonal del punt P sobre la recta r, ja que és el punt que
esta a menor distancia de P.

Sigui Q un puntgenéricde larectar: Q = (1,3 —-4,2+ 1) iv = (1,-1,1) el vector
director de L.

Per la condicio d’ortogonalitat tenim que ﬁj @ =0

(—Ldod, 2 —d Al —d, =03 —4 +:d— 2+ 14l =0s0=2

Substituint 2 = 2 al punt genéric @ obtenim les coordenades del punt: [Q = (2,1,4)|

Pautes de correccio:
a) 0,25 punts pels vectors directors.
0,25 punts per indicar com trobar el pla.
0,25 punts pel calcul de I'equacio.
b) 0,25 punts per formular la resolucié del sistema.
0,5 punts per trobar I'equacio.
c) 0,25 punts per indicar que el punt buscat és la projeccié ortogonal.
0,25 punts pel punt generic / per plantejar el sistema entre el plai la recta.
0,25 punts pel producte escalar / per resoldre el sistema.

0,25 punts per trobar el punt.

14



10. PAU 2023 - Juny - Série 5 - Exercici 3
a)

Determinem el vector director i un punt de cada recta:

v, = (LI L AHy= 1} N {17’ = (1,1,0) x (1,0,~1) = (-1,1,-1)

r:x=—-y=z+m— 5
P(0,0,~m) x—z=0 x=1= 0(0,1)

Com que v, =, els vectors directors de ri s son linealment dependents i les rectes
seran 0 bé coincidents o bé paral-leles. Si son coincidents tenen tots els punts en
comu, en concret Q € s.

Comprovemsi Qer: 1#-0=1+m

Com que no se satisfa per cap valor de m, podem assegurar que les rectes sempre
seran paral-leles independentment de m.

b)

Calculem la distancia entre les dues rectes:

i j ok
IR = B B |
d(P S):‘V‘TXPQ’: Lo 1+m:|(1+m,m,—l)\:\/(1+m)2+m2+1
) " = E -

Calculem el valor de m per tal que sigui V2

aI(P,S):«/§<::>\/(1+m)2 +m+l=23 e 0+m)’+m> +1=6 < 2m> +2m—4=0

D’on s’obtenen les solucions m=1im=-2.

a) 0,75 punts per determinar que les rectes son coincidents o paral-leles.
0,5 punts per justificar que son paral-leles per tot m.

b) 0,75 punts per obtenir correctament la distancia entre les dues rectes.
0,5 punts per resoldre correctament I'equacio i determinar els dos valors de m.

15



11. PAU 2022 - Setembre - Série 3 - Exercici 1

a) El pal estara contingut en la recta que passa pel punt P = (30, 1,0) i que té per
direcci6 el vector normal al pla del terra 7 = (1,0, —1).

Per tant, 'equacio paramétrica és:

x=30+k
T y=1 , keR
z=—k

b) Necessitem el punt Q = r N x, interseccié de la recta anterior amb el pla del terra. Si
substituim I'equacié parameétrica de la recta en 'equacié del pla, tenim:

30+k—(—k)=6 =30+2k=6=k =—12.
El punt de la base sera: |Q = (18,1,12)|.
| la longitud del pal és:

d(P,Q) = ||PQ|| = lQ — Pl = 1I(-12,0,12)|| = 12 - |(=1,0,1)]|
=12-4/(=1)% + 02 + 12 = |12v/2 unitats de longitud

Observacio: aquesta distancia també es pot trobar calculant la distancia del punt P al
pla m.

Pautes de correccio:
a) 0,25 punts per la identificacié del vector normal del pla.
0,25 punts pels elements que defineixen la recta que conté el pal.
0,5 punts per I'equacio paramétrica.

b) 0,5 punts pel plantejament de trobar la intersecci6 de la recta que conté el pal
amb el pla del terra.

0,5 punts pel calcul del punt.

0,5 punts pel calcul de la norma del vector (o equivalent).

16



12. PAU 2022 - Juny - Série 2 - Exercici 3

Resolucio:

a)
Comprovem si la recta r es troba continguda en el pla substituint el punt

P(2,-1,3)erenlequaciddelplam:2 -2 -(-1)+4-3—-4 =12+ 0;llavors no esta
continguda al pla.

Comprovem si la recta és paral-lela al pla. El producte escalar del vector normal al pla i
el vector director de la recta hauria de ser nul ja que serien perpendiculars:

(1,3,1)-(1,—2,4)=1-6+4+0 ; llavors no son paral-lels.

Aixi doncs, |la recta r és secant al pla 7.

El punt de tall entre la recta i el pla es pot calcular substituint x, v i z de la recta dins
I'equacié del pla:

2+ —2(-14+3D)+4B+1)—-4=0
24A+2—-6A+12+4A—4=0->-2+12=0->1=12
El punt de tall és: (2 + 12,—1 + 3 - 12,3 + 12) =[(14, 35, 15)}.

Observacio: També es pot plantejar directament el sistema format per la recta i el pla
per trobar la interseccié, estudiar-lo i resoldre’l.

b)

L'equacio de la recta s perpendicular al pla i que talli la recta  en el punt P té per
vector director el vector normal al pla: v = (1, -2, 4).

El punt P ha de satisfer que:
1
2+;{=5-(—1+3/1)—>2+;{=—5+15;{—>7=14A—>A=E

Llavors el punt P és (2 + 1/2,—1+ 3/2,3 + 1/2) = (5/2,1/2,7/2) i la recta és:

[(x,y,2) = (5/2,1/2,7/2) + p(1,-2,4)|

S’accepta I'equacio de la recta en qualsevol format que també sigui correcte.

Pautes de correccio:

a) 0,75 punts per la posicié relativa de la recta i el pla.
0,5 punts per calcular el punt de tall de la recta i el pla.

b) 0,25 punts per identificar el vector director de la recta s.
0,25 punts per formular el calcul del punt.
0,25 punts per trobar el punt P.
0,5 punts per I'equacio de la recta.
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13. PAU 2022 - Juny - Série 5 - Exercici 5
a)

Per a trobar els tres punts alineats calculem els vectors

—_—

AB = B — A = (1,1,0)
AC=C—-A=(-1,-1,0)
AD =D — A = (1,0,0)

i com que AB = —AC } AD, [els tres punts alienats son: 4,B i C.

La recta que defineixen esta determinada, per exemple, pel punt A = (0,0,1) i el vector

director AB = (1,1,0). Per tant:

z—1
Equacié continua: ryg:x =y = 0
x=k
Equaci6é parameétrica: ryp:{y = k, keR
z=1

b)

Busquem el pla = determinat pels punts A, B i D: el punt Ai els vectors directors AB i
AD determinen el pla. Si X = (x,y,z) és un punt genéric del pla m tindrem

x y z—1
11 0 [=0
1 0 0

Desenvolupant el determinant per Sarrus:
m—(z—1)=0
Per tant 'equacié general del pla és: [r: z = 1].

Observacio: De forma equivalent es pot trobar 'equacié a partir del vector normal al
pla AB x 4D = (0,0, —1).
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14. PAU 2021 - Setembre - Série 1 - Exercici 3

a)

Quatre punts son coplanaris si pertanyen al mateix pla. Considerem els tres vectors
que tenen origen en un dels punts, per exemple, el punt B i extrem en cada un dels
altres tres punts:

BA =(3,1,0).BC = (4,1,1)iBD = (1L1,t — 1)

Per a que els quatre punts siguin coplanaris, cal que aquests tres vectors siguin
linealment dependents, és a dir:

3 4 1
11 1 |=3t-3+1-@B+4t-4)=—-t—-1=0-t=-1
01 t—1

Aixi per t = —1 els quatre punts donats sén coplanaris.

b)
Per t # -1, els quatre punts no son coplanaris, per tant, formaran un tetraedre.
Per calcular-ne el volum fem servir la formula V = - |det(BA, BC,BD)|:

3 4 1
1 1 1
01 t-1

|—t-1]
6

. 1
Aixi, V = -

Atés que volem trobar t tal que V = 5u® tenim que:

=t =1]

5 5—>|—t—1|=30—>{_t_1=30—>{t=_31

—-t—1=-30 t=29
De manera que tenim dues solucions: t = =31 it = 29.
Pautes de correccio:

a) 0,5 punts pel plantejament, on s’indiqui la condicié per a que quatre punts siguin
coplanaris.

0,5 punts per la solucio.
b) 0,5 punts pel plantejament, on s’associi el volum a la féormula donada.
0,5 punts pel volum en funcié de t.

0,5 punts per a les dues solucions.
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15. PAU 2021 - Juny - Série 2 - Exercici 3

3.

a)
[1,25 punts]

L'equacio de la recta perpendicular al pla x = y que passa pel punt (-1,3,1) té com a
vector director (1, —1,0), per tant 'equacio és:

(x,v,z2) =(—1,3,1) +t(1,-1,0)=(—-1+¢3—-1¢£1)

Fem la interseccio d’aquesta recta amb el pla i trobarem M, el punt mig del segment
PP’":

P+Pr

Finament, M =22 5 p =2M—P=(2+1,2-3,2-1) = (3,-1,1)

b)
[1,25 punts]

El vector normal al pla que ens demanen és perpendicular a la recta r i també ha de
ser perpendicular al pla 7. El calculem fent el producte vectorial:

& & &
2 3 1 :§Z_Zé.3_3é)3+é)1_)(111’_5)
1 -1 0

L'equacid delplaésx + y- 5z + D = 0 isiimposem que ha de passar pel punt
(1,0,2) determinem el terme independent D:

1-10+D=0-D =9

Finalment, 'equaci6 del pla demanatésx +y —-5z4+ 9 = 0

Pautes de correccio:

a) 0,5 punts pel plantejament, on s’expliqui com es calcula el punt simétric.
0,25 punts per la recta perpendicular.
0,25 punts pel punt mig.
0,25 punts per la solucio.

b) 0,5 punts pel plantejament.
0,25 punts pel vector normal al pla.
0,5 punts per I'equacio cartesiana del pla.

En cas de resoldre qualssevol dels apartats per estratégies diferents a les donades
en aquestes pautes també es considerara correcte.



16. PAU 2021 - Juny - Série 5 - Exercici 3

[2,5 punts]

a)

Per a qué els punts siguin coplanaris el determinant dels vectors DA, DB, DC ha de ser
0, per tant:

1 a 1
a 1 2
1 1 1

=(1+4+2a+a)—(1+2+a?)=0,0siguia®—3a+2=0,

i, pertant, a=10bé a=2.

Pel valor a = 1, els punts A i C son el mateix, en canvi per tots els punts sén
diferents.

b)

Utilitzem la formula de I'area del triangle a l'espai: S = % |AB"x AC]|

AB x AC = (1,—-1,1) x (0,—1,0) = (1,0,—1) i per tant I'area és [*= 12|

a)
0,25 punts pel plantejament del determinant.
0,25 punts pel calcul del determinant.

0,5 punts per les solucions possibles.

0,25 punts per la justificacio del valor a = 2.
b)

0,25 punts pel calcul dels dos vectors.

0,5 punts per calcul del producte vectorial.
0,25 punts per la norma.

0,25 punts per la superficie.



17. PAU 2020 - Setembre - Série 4 - Exercici 2

2. Un avidé es desplaca des d’un punt A = (0,3,1) cap a una plataforma plana
d’equaci6 m: x — 2y + z = 1 seguint una recta r paral-lela al vector v = (1, —1,0).
a) Calculeu les coordenades del punt de contacte B de ’avid amb el pla i la
distancia recorreguda.
[1,25 punts]
b) Calculeu I’equacié general del pla perpendicular a la plataforma i que conté a la
recta r seguida per I’avié des del punt A.
[1,25 punts]

Resolucio:

a) L’equacid parametrica de la recta r €s
(x,y,2) =(0031)+1(1,-1,0) =(1,3-4,1).
Per a trobar el punt de contacte cal trobar la interseccié de la recta r amb el pla m:
A-2-3-)+1=1
A=6+21+1=1

d’on deduim que A = 2. Per tant, el punt de contacte buscat és|B = (2,1,1)|

Finalment per a calcular la distancia demanada apliquem la férmula de la distancia entre
dos punts, els punt A = (0,3,1) i el punt B =(2,1,1), i obtenim

dist(A,B) =22+ (1-3)2+ (1-1)2 =/8=|2\2u

b) El pla buscat conté com a vectors directors el vector v = (1,—1,0) (vector
director de la recta r) i un vector normal al pla 7, n = (1, —2,1). Per tant, per a obtenir
un vector normal al pla buscat calculem

1 -2 1
nxv=|1 -1 0|=(111)
i j ok

Per tant, el pla buscat té equacié de la forma x + y + z = k on k és un parametre real.
Com que el punt A pertany al pla buscat, tenim 0 + 3 + 1 = k i, per tant, 1’equacio

demanada del pla és |x +ty+z= 4‘.

Observacio: Qualsevol altra manera equivalent i correcta sera també donada per
resposta correcta.

a) 0,25 punts per ’equacio parameétrica (o equivalent) de la recta r.
0,25 punts pel punt interseccié de la recta i el pla.
0,25 punts pel plantejament de la distancia.
0,25 punts pel vector entre els dos punts.
0,25 punts per la distancia final.
b) 0,25 punts pels elements del pla.
0,25 punts pel vector normal del pla.
0,25 punts pel plantejament de 1’equacio el pla.
0,25 punts pel calcul del valor del terme independent.
0,25 punts per [’equacioé general del pla.
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18. PAU 2020 - Setembre - Série 4 - Exercici 6

6. Siguin les rectes r i s, expressades per xT_S =y=z-—11(u —u ),

respectivament.

a) Determineu la posicio relativa de les rectes.
[1,25 punts]

b) Calculeu la distancia entre la recta r i la recta s.
[1,25 punts]

Resolucio:

a) Determinem un vector director de cada recta per a saber si sén vectors
linealment dependents (coincidents o paral-leles) o linealment independents (secants o
que es creuen).

v, =(2,11)iv, =(1,-11).

Com que no son proporcionals, son vectors linealment independents. Per tant, les dues
rectes o bé son secants (s’intersecten en un punt comu) o bé es creuen.

Verifiquem si son secants buscant la interseccié de r i s. Per aix0, substituint un punt
generic de larecta s en la recta r:

u—3
T:—'u:.u,—]_

De la primera igualtat: H=3=2u—=pu=1
De la segona igualtat: —u=u—1=>pu= %

Com que s’obtenen valors diferents per al parametre ¢, no hi ha punt interseccio i per

tant ‘les rectes rises creuenl.

Observacio: Qualsevol altra manera equivalent i correcta sera també donada per
resposta correcta.

b) En aquest cas en que les rectes es creuen la distancia entre elles la calcularem
com a distancia d’un punt d’una recta al pla paral-lel que conté 1’altra recta, és a dir:
d(s, r) = d(Ps, @), on x és el pla que conté la recta r i és paral-lel a la recta s.

Els vectors directors del pla seran v, = (2,1,1) i vy = (1,—1,1).

El seu producte vectorial ens dona el vector normal al pla:

i 2 1
n=uwvxv=|j 1 —-1|=(2,-1,-3)=(4,B,0C)
E 1 1

Ara amb un punt de la recta r, P. = (3,0, 1) construim 1’equacio6 del pla:
m:2(x—3)—-1(y—-0)—3(z—1)=0= m2x—y—3z—-3=0
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La distancia sera:

2.0-0-3-0-—23 3 3V14
d(s,r) = d(P,m) = d((0,0,0),m) = \l/zz Dz (_3)|2 iz |1 "

Observacio: Qualsevol altra manera equivalent i correcta sera també donada per
resposta correcta.

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts pels vectors directors de les rectes.
0,25 punts per justificar el no paral-lelisme.
0,25 punts pel plantejament de la posici6 relativa.
0,25 punts pels calculs o passos intermitjos.
0,25 punts per la justificaci6 que les rectes es creuen.
b) 0,25 punts pel plantejament de com calcular la distancia.
0,25 punts pels elements del pla a calcular.
0,25 punts pel calcul del pla paral-lel.
0,25 punts per I’aplicacié de la formula de la distancia d’un punt a un pla.
0,25 punts pel calcul final.
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19. PAU 2020 - Juny - Série 1 - Exercici 3

3.
a) Calculeu I’equacié general del pla m que passa pel punt (8,8,8) i té vectors
directorsu = (1,2,-3)iv = (-1,0,3) .
[1,25 punts]
b) Determineu el valor del parametre a perqué el punt (1, —5, a) pertanyi al pla 7 i
calculeu I’equaci6 parameétrica de la recta que passa per aquest punt i €s

perpendicular al pla 7.
[1,25 punts]

Resolucio:

a) L’equacio general del pla és:

x—8 1 -1
y—8 2 0|=0-6x+2z=64-[3x+2z=32|
z—8 -3 3

Observacio: Naturalment, també es donara per bona la construccio de l'equacio del
pla a partir del vector normal del pla calculat com el producte vectorial dels dos
vectors directors, o equivalent.

b) Perque el punt (1, =5, @) sigui del pla, ha de satisfer I’equacio, per tant:

3+a=32-[a=29]

Ens demanen la recta que passa pel punt (1,—5,29) i té vector director el vector
normal al pla, que és (4,B,C) = (3,0,1). Aixi I’equacié paramétrica de la recta
demanada és:

x=14+3t
y=-5 ambt€R
z=29+t

Pautes de correccio:

a) 0,5 punts pel plantejament.
0,25 punts pel desenvolupament.
0,5 punts per la soluci6.

b) 0.5 punts per calcular el valor de a.
0,25 punts per les coordenades del punt.
0,25 punts pel vector director.
0,25 punts per I’equacié parameétrica de la recta.

Observacio: Tot i que 'apartat a) pugui estar mal resolt, l'apartat b) és
puntuara correctament encara que el pla inicial no sigui correcte sempre
que el procediment i calcul siguin els adequats.
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20. PAU 2020 - Juny - Série 3 - Exercici 5

5. Considereu la recta r d’equacio %1 = % = % i la recta s que passa pel punt
P =(2,-5,1) i que té per vector director (-1,0,-1).
a) Estudieu la posicio relativa de les rectes r 1 s.
[1,25 punts]
b) Calculeu I’equacio6 general del pla que és paral-lel a la recta r 1 conté la recta s.

[1,25 punts]

Resolucio:

a) El vector director de r és v, = (2,-2,1) i un punt és B. = (1,3,0).
El vector director de s és vg = (-1,0,-1) iun punt és P, = (2, —5,1)

La seva posicio6 relativa I’obtindriem a partir de:

2 -1 1
PP =(1,-81) - |-2 0 -8|/=2+8-16—-2=-8 #0
1 -1 1

Per tant les dues rectes es creuen| a I’espai tridimensional.

b) El vector normal del pla sera perpendicular als vectors directors respectius de
cada recta.
i j k
n=v.Xv=\2 -2 1|=2i+j—-2k=(21,-2)
-1 0 -1

Com que la recta s ha d’estar continguda al pla (P, €T ) —

m2(x—2)+1(y+5)—2(z—-1)=0

per tant el pla Serél|n:: 2x +y—2z = —3|

o també:

x—2 y+5 z-1
2 —2 1 |=[2x+y—22z+3=0
-1 0 -1
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a) 0,25 per la identificacié de les dues rectes.
0,25 punts pel vector que uneix les rectes.
0,25 punts pel plantejament.
0,25 punts pel calcul del determinant.
0,25 punts per la resposta final.
Observacio: Qualsevol métode alternatiu correcte també s ’avaluara amb la
totalitat de la puntuacio.

b) 0,5 punts pel plantejament d’algun procediment correcte per a trobar el pla (a
partir de punt i dos vectors, a partir de vector normal i punt).
0,75 punts pel calcul de I’equacioé general a partir del procediment anterior.

21. PAU 2019 - Setembre - Série 5 - Exercici 5

5. Siguin P, Qi R els punts d’intersecci6 del pla d’equacié x + 4y + 2z = 4 amb els
tres eixos de coordenades OX, QY i OZ, respectivament.
a) Calculeu els punts P, Q i R, i el perimetre del triangle de vertexs P, Qi R.
[1 punt]
b) Calculeu I’area del triangle de vertexs P, Qi R.
[1 punt]
Nota: Per a calcular I’area del triangle definit pels vectors v i w podeu fer servir

, e 1 . , . .
I’expressié § = 5 [lv x w||, en qué v X w és el producte vectorial del vectors v i w.

Resolucio:

a)

ExO0X:x=?,y=0,z=0 =x=4=|P =(4,0,0)
Ex0Y:y=?,x=0,z=0 =24y=4 =2y=1=|Q =(0,1,0)
Eix0Z:z=?,x=0,y=0 =22z2=4 =z=2=|R =(0,0.2)

El perimetre sera ||P_Q>|| + ||ﬁ|| + ||Q_R>|| = |[(—4,1,0)|| + [|(—4,0,2)|| +
100,-1,2)]| = /(-4)2+ 124+ 0+ /(—4)2+ 0+ 22+ /0 + (-1)2 + 22 =
V17 + V20 + V5 = V17 + 25 + V5 = V17 + 35 = 10,83 u|.

b) Si apliquem I’expressié de la férmula, obtenim la igualtat segiient:
_ l —_— —_—
s =-|P@ x PR||.

Calculem el producte vectorial FO X PR:

i -4 4
POXPR=|j 1 0]|=(284).
k 0 2

Pertant, S =|[PQ x PR|| = SvV2Z + 82+ 42 = VA + 64 + 16 = VB4 =21 =
V21 = 4,58 u2.
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a)

0,25 punts pel calcul dels punts P, Qi R.

0,25 punts pel calcul dels vectors.

0,25 punts pel calcul de les normes.

0,25 punts per I’expressié final (amb radicals o aproximada).

b)
0,5 punts pel calcul del producte vectorial.
0,5 punts pel calcul de la norma i ’expressi6 final (amb radical o aproximada).

22. PAU 2019 - Juny - Série 1 - Exercici 3

3. Un dron es troba en el punt P = (2,73,1) i volem dirigir-lo en linia recta fins al punt

m¢és proper del pla d’equacio 7:3x+4z+15=0.

a) Calculeu I’equacio de la recta, en forma parametrica, que ha de seguir el dron.
Quina distancia ha de recérrer fins a arribar al pla?
[1 punt]

b) Trobeu les coordenades del punt del pla on arribara el dron.
[1 punt]

Nota: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (x,, ¥,.2,) al pla
., ., |Ax0 + By, + Cz, +D|
d’equacid Ax+ By+Cz+ D=0 amb I’expressio .

VAT + B +C?

Resolucio:
a) La trajectoria que ha de seguir el dron és la recta que passa pel punt P = (2,73,1)

i té vector director perpendicular al pla 7:3x+4z+15=0. El vector director sera

v, = (A,B,C) = (3,0,4). Per tant, en forma paramétrica

x=2+3t
y=-3 teR
z=1+4t

La distancia que ha de recérrer és:
3-24+0-(-3)+4-1+15
_[p-2+0-(3) |25,

d(P,7)=
(P.7) V307 + 4 5

b) Cal trobar el punt d’interseccié de la recta amb el pla:
{(x, v,2)=(2+3t,-3,1+4t)

—3(2+3t)+4(1+41)+15=0>r=—1
7 3x+4z+15=0

Aixi, el punt buscat és (—1,-3,-3).
a) 0,25 punts per identificar el vector director de la recta.

0,25 punts per donar la forma parametrica de la recta.
0,5 punts per calcular la distancia.

b) 0.5 punts per plantejar la interseccié de la recta amb el pla.
0,5 punts per la resolucid i trobar el punt demanat.
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23. PAU 2019 - Juny - Série 4 - Exercici 2

. ( x=2 ) .
2. Siguin la recta r: {y—z= 1 ielplam:x —z = 3.

a) Calculeu I’equacid parameétrica de la recta que és perpendicular al pla 7 1 que el
talla en el mateix punt en que el talla la recta r.

[1 punt]
b) Trobeu els punts de r que estan a una distancia de +/8 unitats del pla .
[1 punt]
Nota: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (xg, Yo, Zg) al pla
5 ‘g _ . .y ‘AxD+By0+CZO+D|
d’equacio Ax + By + Cz + D = 0 amb I’expressio T i
Resolucié:
. La recta que es demana té vector director n = (1,0, —1) i passa pel punt

d’interseccio de r 1 m. Busquem el punt de la rectaz r,P. = (2,1 + 4, 4), substituint-lo a

I’equacio del pla : 2-4-3=0 = A1=-1
El punt de la recta és ( 2, 0, -1)
X=2+u
y=0
Per tant, I’equacio parameétrica de la recta buscada sera: z=-1-u

. Busquem els punts de r tals que d(B,., w) = V8.

2-2-3] |-1-2

JIZ+(DZ V2

lPer tant els punts soén (2, -4, -5)1 (2, 4, 3).‘

d(P.,m) = =V8 = |-1-A=4=>1=-501=3

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel vector normal del pla.

0,25 punts per la forma parametrica de r.

0,25 punts pel punt interseccio del pla i la recta.

0,25 punts per I’equacio parametrica de la recta que es demana.

b)

0,25 punts per plantejar 1’equacio a resoldre.
0,25 punts pel valors solucid.

0,25 punts per un primer punt.

0,25 punts per un segon punt.
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24. PAU 2019 - Juny - Série 4 - Exercici 5

5. Considereuels plans my: 2x +ay +z=5,m:x+ay+z=11
m3:2x + (a + 1)y + (a + 1)z = 0, en qué a és un parametre real.
a) Estudieu per a quins valors del parametre a els tres plans es tallen en un punt.
[1 punt]
b) Comproveu que per al cas a = 1 la interpretacié geometrica del sistema format
per les equacions dels tres plans €s la que es mostra en la imatge segiient:

[1 punt]
Resolucio:
a) Perque els tres plans es tallin en un punt la matriu del sistema format per les tres

equacions ha de ser compatible determinat. Cal que la matriu M del sistema tingui rang
3. Llavors la matriu ampliada també tindra rang 3 i per tant el sistema sera compatible

determinat.
2 a 1
M=|1 a 1 [=2a(a+1)+2a+a+1—-2a—-2(a+1)—ala+1)
2 a+1 a+1

=2a’+2a+2a+a+1-2a—2a-2-a*—-a=a*-1

rang M =3 quan a? — 1 # 0, és adir a # +1. En aquests casos els tres plans es tallen
en un punt.

b) La situaci6 representada mostra dos plans paral-lels i un altre que els talla.

En el cas a =1 tenim:
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2x+y+z=5
X+y+2z=1 | Enaquestcas els plans 73 i /T3 sén paral-lels i diferents ja
2x+2y+2z=0

que

M| =
O =

i no paral.lels amb el pla m; perqué

1
1

=N
H
(EEN SN

per tant, el pla m; els tallard de manera que s’obtindra, efectivament, la situacid

geometrica de la figura.

a)

0,25 punts pel plantejament del sistema d’equacions lineals.
0,25 punts pel calcul del determinant.

0,25 punts per la resoluci6 de la igualtat.

0,25 punts per la identificaci6 del cas SCD.

b)

0,5 punts per la justificacié que els plans 721 3 s6n paral.lels i diferents.

0,5 punts per la justificacié que el pla m; no és paral.lel amb els altres dos i els talla en
rectes paral.leles. No cal que I’estudiant comprovi que el vector director de la recta r i el
de la recta s s6n proporcionals.
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25. PAU 2018 - Setembre - Série 3 - Exercici 3

3. Considereu el pla de vectors directors u= (—1, 3,2)1 v =(2, 1, 0) i que passa pel punt

A=(1,0,3).

a) Calculeu ’equacio de la recta que és perpendicular al pla i passa pel punt A.

[1 punt]
b) Calculeu la distancia del punt P = (1, 5, 0) al pla.
[1 punt]
Nota: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (X, ¥, Zg) al pla

s .y _ s ., |Axg+Byg+Czy+D|
d’equacioé Ax + By + Cz + D = 0 amb I’expressio TATiBTicE

Resolucio:

a) El vector director de la recta perpendicular al pla és:

i ok
R=uaxv=|-1 3 2|= —2i+4j—7k=(-2,4,-7)
2 1 0

Per tant, I’equacio vectorial de la recta sera |(x, y, 2) = k- (-2, 4, -7) + (1, 0, 3).|

b) L’equacio general del pla és:

x—1 y z-3
-1 3 2 |=0 — —2x+4y—7z+23=0
2 1 0

La distancia al punt P és: d(P,pla) = -21+45-7:0423] _ 41 _ |41V69 u :

(—2)2+42+(-7)2 V69 69

a)
0,5 punts pel vector normal al pla.
0,5 punts per I’equacio de la recta.

b)
0,5 punts per I’equacio del pla.
0,5 punts pel calcul de la distancia.
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26. PAU 2018 - Setembre - Série 3 - Exercici 5

5. Considereu els punts de I’espai tridimensional A = (1, 1, 0), B = (3, 5, 0) i
C=(1,0,0)ilarectar: x =y —1 =§.

a) Trobeu el punt d’intersecci6 de la recta r amb el pla que passa pels punts A, Bi C.
[1 punt]

b) Trobeu els punts P de la recta r per als quals el tetraedre de vertexs P, A, Bi C té
un volum de 2u?.

[1 punt]

Nota: El volum d’un tetraedre de vertexs P, Q, R1i S es pot calcular amb I’expressio
=|det(PQ, PR, PS)|.

Resolucio:
a) L’equacio del pla que passa pels punts A, B i C es pot obtenir (a partir, per
. ., |x=1 20
exemple, del punt C i dels vectors directors CB 1 CA): | y 5 1| =0.
z 0 0

D’aix0 en resulta 2z = 0, o sigui, .

Ara trobem la interseccié amb la recta r:
x=y—1= g ; per tant, els punts de la recta r son de la forma (x,y,z) =
(A4, 1+ 4,24). Com que z =0, obtenim A = 0, i per tant, el punt d’interseccio ¢és| (0,1,0).

b) Els punts P de la recta r sén de la forma P = (4,1 + 4, 24).
Calculem el volum del tetraedre: V = %|det(ﬁ:ﬁ:ﬁ) |; per tant,

A=-1 0 2
s||A+1 1.5 = 2.
20 0 0

0 sigui,% |—4A| = 2 ; és adir, |A] = 3,1 per tant, hi ha dues solucions: A = 3i A = -3,
i d’aqui en resulta |P; = (3,4,6) i P, = (—3,—2,—6)

Pautes de correccio:

a)

0,5 punts per 1’equacio del pla.

0,5 punts per la interseccio.

b)

0,25 punts per I’expressio general dels punts de r.
0,25 punts pel plantejament de la igualtat.

0,25 punts per un punt solucié.

0,25 punts per ’altre punt solucio.
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27. PAU 2018 - Juny - Série 1 - Exercici 2

2. Sigui r la recta que passa pels punts A= (0, I, 1)1 B=(1, 1, -1).
a) Trobeu I’equacid parametrica de la recta r.

[1 punt]

b) Calculeu tots els punts de la recta r que estan a la mateixa distancia dels plans
Tyx+y=—2im:x—z=1
[1 punt]

Nota: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (X, ¥q,Zg) al pla

” |AXD+By0+CZO+D|

d’equacio Ax + By + Cz + D = 0 amb I’expressio O

Resolucio:

a) Rectaper A=(0,1,1)iB=(1,1,-1). Si agafem com a punt per on ha de passar

la recta el punt A i com a vector director el vector AB=B-A= (1,0,-2)
(X, Y: Z) = (05 17 1) + t(l-: 0: _2)'

En forma parametrica sera:

x=t
y=1
z=1-2t

o equivalentment (x,y,z) = (t,1,1 — 2t).

b) Plantegem la igualtat de les dues distancies a partir dels punts de la recta en forma

parametrica:

|t +1+ 2|

[t —1+2t—1|

VIZ+ 12+ 02 J12 + 02 + (—1)2
Eliminem els denominadors perque son iguals i ens queda
|t + 3| = |3t — 2|

D’aqui obtenim dues possibilitats:

¢ t+3=3t-2>5t=>5

e t+3=-3t+2t=—2> |P,=(-

Pautes de correccio:

a)

=i

1
4

= 1;_)

3
2

0,5 punts pel plantejament de punt i vector.
0,5 punts per ’equacio en forma paramétrica.

b)

0,25 punts per la igualtat de distancies a partir de la férmula.

0,25 punts pels calculs preliminars.
0,25 punts pel primer punt.
0,25 punts pel segon punt.
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28. PAU 2018 - Juny - Série 1 - Exercici 4

4. Considereu els punts P = (3,-2,1), @ =(5,0,3), R =(1,2,3) i larecta
(x+y+1=0
”'{2y+3z—5 =0

a) Determineu 1’equacio general (és a dir, la que té la forma Ax + By + Cz = D) del
pla que passa per P1 Qi és paral-lel a la recta r.

[1 punt]

b) Donats el pla x + 2y + m-z = 7 i el pla que passa per P, Q i R, trobeu m perque
siguin paral-lels i no coincidents.

[1 punt]
Resolucio:
i 1 0
a) Un vector direccid de rés: (1,1,0)x(0,2,3)=|j 1 2|=(3,-3,2).
k 0 3

El vector FO =Q-P=(2,2,2)oequivalentment (1, 1, 1).

Busquem un pla paral-lel als dos vectors que acabem de calcular, (3, -3,2) 1 (1, 1, 1).
Per tant, un vector normal del pla que busquem sera

n=(3,-3,2)x(1,1,1)=(5, 1, -6).
L’equacio del pla que passa per P i té vector normal 7 és:

5x=3)+(y+2)—-6(z—-1)=0.

La seva equaci6 general és[5x+y—6z=7.

b) Calculem el vector P_Q> =0-P=(2,2,2)oequivalentment (1, 1, 1) (si no s’ha fet en
I’apartat anterior)

Tel vector PR=R- P = (-2, 4, 2) o equivalentment (-1, 2, 1).
Calculem el vector normal al pla: 1 = (1, 1, 1) x (-1, 2, 1) =(-1, -2, 3).

Perque els dos plans siguin paral-lels cal que els respectius vectors normals siguin
. . . 1 2
proporcional, €s a dir, que =5 % Per tant, .

Comprovem que els plans no sén coincidents perque el punt P, per exemple, no hi
pertany, x+2y-3z #7; efectivament 3-4-3 #7.
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Observacio: La comprovacié de la no coincideéncia dels plans es pot provar també a
partir de la no proporcionalitat dels termes independents.

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel vector director de la recta r.

0,25 punts pel vector que uneix P i Q.

0,25 punts pel plantejament de I’equaciod general.
0,25 punts pel calcul final.

b)

0,25 punts pel vector normal del pla.

0,25 punts pel plantejament del paral-lelisme a partir de la proporcionalitat.
0,25 punts pel valor de m.

0,25 punts per la comprovaci6 que els plans no son el mateix.
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b)

PAU 2018 - Juny - Série 5 - Exercici 2

2. Siguinelpladequacio m:x+y—z=0ielpuntP = (2,3,2).
a) Calculeu el punt simétric del punt P respecte del pla .

[1 punt]
b) Calculeu I'equacié cartesiana (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) dels
dos plans paral-lels a w que estan a distancia v3 del punt P.

[1 punt]
Nota: Podeu calcular la distancia d'un punt de coordenades (%, ¥o,Zo) al pla d’'equacié
_ s .. |Axg+Byy+Czy+D|
Ax + By + Cz + D = 0 amb I'expressio e

Resolucio:

a) Per a calcular el simétric de P, diguem-ne P’, respecte del plam:x+y—2z=10
primer calcularem la projeccié ortogonal del punt P sobre el pla n, diguem-ne Q, i

després calcularem P’ = P + 2 - PQ.

La recta que passa pel punt P i és perpendicular al pla té per vector director el vector
normal del pla (1,1, —1) i per tant té equacio parametrica
(x,v,z2) =2+ A43+42-2).

Calculem la interseccio del pla # amb aquesta recta:

2+2+3+2-(2-1)=0

31=-3
A=—-1=0=(1,273)

PP=(232+2-((1,23)-(232)=(232)+2 (-1,-1,1) ={(0,1,4)|

Observacio: També es pot buscar el punt P’ imposant que sigui un punt que compleixi
que el vector PP’ sigui proporcional al vector normal del pla i que el punt mig del
segment PP’ pertanyi al pla.

Si els plans han de ser paral.lels al pla n: x + y —z = 0 aleshores hauran de tenir el
mateix vector normal i per tant seran de laforman’:x +y —z = D.
Imposem ara que quedin a distancia v/3 del punt P.
2+3—-2-D| |3 —D|
d(P’T[') = = =
JIZ+12+ (=12 V3
3—D|=3=23-D=303-D=-3

V3

e Si3—-D=3=2D=0=|nrix+y—z=0|

e Si3—-D=-3=2D=6>|rx+y—z=6|

Apartat a)
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0,25 punts pel calcul de la recta perpendicular.
0,25 punts pel punt interseccio.

0,25 punts pel plantejament del calcul del simétric.
0,25 punts pel punt simétric.

Apartat b)

0,25 punts per I'equacio a resoldre.

0,25 punts per la resolucio de I'equacio.

0,25 punts per un pla.

0,25 punts per l'altre pla.

30. PAU 2018 - Juny - Série 5 - Exercici 5

5. Siguinlesrectes ry: x — 1= y__—lz =z—=510imn(yz)=02-314-1+21,2).
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a) Trobeu I'equacié cartesiana (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del pla
que conté la recta ry i és paral-lel a la recta r;.

[ punt]

b) Digueu quina condicioé s’ha de complir perqué existeixi un pla que contingui la
recta r; i sigui perpendicular a la recta r,. Amb les rectes r; i 1, de I'enunciat,
comproveu si existeix un pla que contingui la recta r, i sigui perpendicular a la
recta r,.

[1 punt]

Resolucio:

a) r:(6,y,2) = (1,25 +u(l,-1,1)i rm:(x,v,2) =(2,-1,2) + 1(-3,1,0)

Si el pla ha de contenir la recta r; haura de passar pel punt (1,2,5) i contenir el vector
v; = (1,—1,1) a la direcci6 del pla. | si el pla ha de quedar paral.lel a la recta r, també
haura de tenir el vector v, = (—3,1,0) a la direccio.

Per tant el vector normal del pla sera v; X v,.

i 1 -3
v Xvy=|j -1 1|=(-1-3-2)~(13,2)
k 1 0

Aixi I'equacié cartesiana del pla sera x + 3y + 2z = D i per obtenir D imposem que el
pla passi pel punt (1,2,5), ésadirD =1+3-2+ 2-5 = 17. Per tant 'equacié que ens
demanen és (x + 3y + 2z = 17|.

b) Per tal que existeixi un pla que contingui una recta i quedi perpendicular a l'altra
recta, les dues rectes inicials han de ser perpendiculars entre si. En altres termes, els
vectors directors de les rectes han de ser perpendiculars, és a dir, han de tenir
producte escalar igual a zero.

En el nostre cas tenim
v, v, =(1,-1,1)-(-3,1,00) =-3 -1+ 0= —4 # 0.

i, per tant, no existeix cap pla que contingui la recta r; i sigui perpendicular a la recta
r,, ni a l'inrevés, ja que d’existir aleshores les dues rectes serien perpendiculars quan
no ho son ja que el producte escalar dels seus vectors directors és diferent de 0.

39



Apartat a)

0,25 punts per veure que el vector v,esta a la direccié del pla.
0,25 punts per veure que el vector v, esta a la direccié del pla.
0,25 punts pel calcul del vector normal.

0,25 punts per I'equacio del pla.

Apartat b)

0,5 punts per la condicié de perpendicularitat entre les rectes (qualsevol és suficient).

0,25 punts per la comprovacié d’alguna de les condicions.

0,25 punts per I'explicitacié del raonament i conclusio final.
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31. PAU 2017 - Setembre - Série 2 - Exercici 1

1. Considereuel pla m:x +y + z = 11larectar que passa pels punts P = (0,0,6) 1
Q=(1,23).

a) Estudieu la posicio relativa de la recta 1 el pla .
[1 punt]

b) Calculeu la distancia entre la recta 1 el pla .
[1 punt]

Nota: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (X, Yo, Zo) al pla d’equacio

_ . .r |AXO+By0+CZO+D|
Ax + By + Cz + D = 0 amb I’expressio TATIBTiCE
Resolucio:
a)

El producte escalar entre el vector normal al pla # = (1,1,1) i el vector P_Q> =
(1,2,-3) és 1 + 2 — 3 =0, per tant, la recta ¢s paral-lela al pla o hi esta continguda.
Només cal veure que el punt P o el punt O no estan en el pla per concloure que sén
paral-lels.

L’estudi d’aquesta posicio relativa es pot fer d’altres maneres:

. Passant la recta a forma general es facilita 1’estudi del sistema format per les tres
equacions, que condueix a veure ‘el paral-lelisme entre la recta 1 el plal.

. Passant la recta a forma parametrica, la interseccio amb el pla mostra que no hi
ha solucid, fet que mostra |el paral-lelisme entre la recta i el plal.

b) Ates que la recta 1 el pla son paral-lels, per a calcular la distancia entre ambdos
n’hi ha prou a considerar un punt de la recta i1 calcular la seva distancia al pla. Un punt
de la recta és, per exemple, el punt P = (0,0,6), i la distancia demanada ¢s:

d(r,m) =d(P,m) =d(P =(0,06),m:x+y+2z—-1=0) =

[1-0+1-0+1-6—1] |5 5V3
= =|l—=="S=2887u
V3 V3 3

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel vector normal al pla.

0,25 punts pel vector director de la recta.

0,25 punts pel producte escalar i concloure el paral-lelisme.
0,25 punts pel paral-lelisme estricte.

b)

0,25 punts per la formulacio a partir d’un punt de la recta.

0,5 punts per la correcta aplicacio de la formula.

0,25 punts pel calcul final (sigui racionalitzat o no o amb expressio decimal).



32. PAU 2017 - Setembre - Série 2 - Exercici 5

x —
2y +z=
a) Calculeu I’equacié general (¢és a dir, la que té la forma Ax + By + Cz = D) del
pla m perpendicular a la recta r 1 que passa pel punt P.
[1 punt]
b) Calculeu el punt simetric del punt P respecte del plax +y +z = —3.
[1 punt]

. 2 .
5. A R’ siguin la recta r:{ 41 el punt P = (0,1, —1).

Resolucio:

a) m perpendicular a 7 té per vector normal el vector directorde r: 1 = v, =

b d

k
—1| = (@2,—-1,2).Isi hade passar per P(0,1,—-1) - m2x—y+2z=D -

1
-1-2=D - D=-3 - [mZ2x—y+2z2=-3]

N O~y

[
1
0

b) Hem de calcular primer la recta perpendicular al pla x + y + z = —3 1 que passa per
P. El vector normal del pla, (1,1,1), sera el vector director de la recta i, per tant, la recta
sera (x,y,z) = (t, 1+t —1+1t).

Caldra buscar ara el punt d’interseccio de la recta (x,y,z) = (t,1+t,—1 + t) amb el
plax+y+z=-3.

Si substituim un punt genéric de la recta en el pla obtenim:
t+ 1+t—14+t=-3
3t=-3
t=-1
Per tant, el punt interseccio és Q = (—1,0, —2) 1 el punt simétric sera

P=P+2-PQ=(01-1)+2-(-1,-1,-1) =[(-2,—1,-3)
a)

0,25 punts pel calcul del vector normal al pla.
0,25 punts per la forma d’equacio del pla.
0,25 punts per I’obtencio de D.

0,25 punts per I’equacio general del pla.

b)

0,25 punts per I’equacié de la recta perpendicular.
0,25 punts pel punt interseccio de la recta i el pla.
0,25 punts per la formulacio del punt simetric.
0,25 punts pel calcul final.
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33. PAU 2017 - Juny - Série 1 - Exercici 2

a)

Si el pla ha de ser perpendicular als dos plans m; i ,, aleshores el seu vector normal,

n = (4, B, C) haura de ser perpendicular als respectius vectors normals n; = (5,—1,—7) i
n, = (2,3,1).

i 5 2
Aixidoncsn=n; xn, =|j -1 3|=(20,-19, 17).
k =7 1

El pla tindra la forma 20x — 19y + 17z = D, pero si ha de passar per ’origen de
coordenades (0,0,0), aleshores D = 0 1 el pla buscat serzi|20x - 19y + 17z = 0|.

b) L’angle entre els dos plans sera 1’angle que formin els respectius vectors normals.

Aixi doncs:
nn
[a] = a(my, ) = a(ng,ny,) = oc((S, -1,-7), (2,3,1)) = arccos ——2— =
I I - [l
10—-3—-7 T
= arccos——— = qarccos0 =(90° = —rad |
||n1|| : ||n2|| 2

Els dos plans son perpendiculars.
Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel plantejament de perpendicularitat entre vectors normals.
0,25 punts pel producte vectorial.

0,25 punts per la forma inicial del pla.

0,25 punts per I’equacio final del pla.

b)

0,25 punts per I’angle a partir de I’angle entre els vectors normals.

0,25 punts per la formulacio de I’angle.

0,25 punts pel producte escalar.

0,25 punts per la perpendicularitat (o I’angle de 90°, sense indicar perpendicularitat).
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34. PAU 2017 - Juny - Série 5 - Exercici 1

Un vector director de r es pot obtenir amb el producte vectorial dels vectors normals

el eZ e3
dels dos plans:u=|2 —1 0 |=2e, +4de, +2e, =(2,4,2)
0o 1 =2

Un vector director de s el tenim als denominadors de I'equacié continua: V= (1,2,1)
Un punt de s és P:(—1,2,1), que podem comprovar que no pertany a r ja que no

satisfa la primera equacio.

Com que els dos vectors directors son proporcionals i P ¢r, deduim que les dues
rectes son paral-leles.

1
b) Un puntde r és Q(E,O,OJ :

OP = {——,2,1}
El pla buscat queda determinat pel punt P =(-1,2,1) i pels vectors 2 i

la seva equacio vectorial és:

7i(x,p,z)= (1,2,1)+/1-(1,2,1)+#-(%,2,1J

Pautes de correcci6:

a)

0,25 punts pel vector director de la recta r.

0,25 punts pel vector director de la recta s.

0,25 punts per un punt d'una recta.

0,25 punts per la proporcionalitat i raonament final.

b)

0,25 punts per un punt de I'altra recta.
0,25 punts per un primer vector director.
0,25 punts per un segon vector director.
0,25 punts per I'equacio vectorial.
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35. PAU 2016 - Setembre - Série 1 - Exercici 1

1. Siguin la recta r:(x,y,z2) =5+ k,k,—2—2k) i els punts P=(1,0,—-1) i
Q=(11.

a) Calculeu DP’equacid parametrica de la recta que passa pel punt Q 1 és

perpendicular al pla determinat per la recta r i el punt P.
[1 punt]
b) Calculeu el punt de la recta r que equidista dels punts P 1 Q.

[1 punt]

Resolucio:

a) La recta que ens demanen tindra per vector director el vector normal del pla
determinat per la recta r i el punt P, és a dir el producte vectorial d’un vector director de
la recta 7 1 un vector que uneixi el punt P amb un punt de r.

Sir:(x,y,z) = (5+ k, k,—2 — 2k) aleshores un vector director de r és v, = (1,1, —2)
iun punt de larectaésel R = (5,0, —2).

Un vector que uneix el punt i la recta és PR=R-P= (5,0,-2)—-(1,0,-1) =
(4,0,-1).

Per tant, un vector normal al pla i director de la recta que se’ns demana €s:

i 1 4
v=(1,1,-2)x40,-1D=|j 1 0]|=(-1-7-4)~(174)
kK -2 -1

Aixi doncs, la recta soluci6 és
[(,y,2)=Q+ 2w =021 +A1L74) = 2+11+71,1+42)|

b) Un punt qualsevol de la recta r és: R=(5+k,k, —2—2k). Aquest punt ha de

complir
d(P,R) =d(Q,R)
N(4+kk,—1-2k)||=|(3+k k—1,-3—2k)|

JA@+E)2+k2+ (—1-2k)2 =B +k)?+ (k—1)2 + (-3 — 2k)2

Fent calculs s’obté |4k +2=0=k :;:> R:[i,;,lj
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Apartat a)

0,25 punts pel punt R i el vector v, de la rectar.

0,25 punts pel vector PR.

0,25 punts pel producte vectorial.
0,25 punts per I’equacio final.
Apartat b)

0,25 punts pel plantejament de la igualtat entre distancies.

0,25 punts pel calcul de les normes (o normes al quadrat) dels vectors.

0,25 punts per la resolucio de I’equacio.

0,25 punts pel punt solucid.
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36. PAU 2016 - Setembre - Série 1 - Exercici 6

6. Responeu a les qiiestions segiients:
a) Calculeu I’equacio cartesiana (€s a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del
pla que passa pel punt de coordenades (0,0,1) i és perpendicular als plans

3x+y—z=11ix+y+2z=5.

[1 punt]

b) Suposeu que un pla 7, és perpendicular a un segon pla 7,1 que el pla 7,¢és ala
vegada perpendicular a un tercer pla 7,. Raoneu si necessariament els plans 7,

1 7, han de ser perpendiculars entre ells.
[1 punt]
Resolucio:

a) Per tal que dos plans siguin perpendiculars, el vector normal a un d’ells ha de ser
director de I’altre, per tant, ¢l pla que busquem tindra per vectors directors els vectors
normals de cadascun dels plans i té per equacié cartesiana:

X 3 1
v 1 1/=0,0sigui 3x—7y+2z=2|
z—-1 -1 2
b) Siny, n, 1 ny son els vectors normals del respectius plans, el que tenim €s que
ng: Ny, = 0
?’L2 . 713 =0

que no implica, necessariament, que ny - nz3 =0

L’apartat anterior n’€s una mostra:
T 3x+y—z=1

Ty 3x=Ty+2z=2
T, x+y+2z=>5,enque veiem que es compleix:

m L, m, Lx,1angle que formen 7, i 7, no és 90° ja que el producte escalar

dels vectors normals és (3,1,—1)-(1,1,L2) =3+1-2=2#0.

Per tant, no necessariament els plans 7, i z, han de ser perpendiculars entre ells.

Observacio: no cal referir-se a ’exemple de ’apartat a). Una bona il-lustracio grafica
(per exemple del cas de dos plans paral-lels tallats per un de perpendicular comii)
acompanyat del raonament és més que suficient.
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Apartat a)

0,5 punts pel plantejament del determinant.

0,5 punts pel calcul del determinant i I’equaci6 final.

Apartat b)

0,5 punts per les hipotesis inicials i la no implicacié de la perpendicularitat.

0,5 punts per un exemple numeric o grafic (aquesta part pot no ser necessaria si
I’argumentacio anterior és prou solida, i aleshores es puntuaria amb tot el punt sencer).

37. PAU 2016 - Juny - Série 3 - Exercici 2

2. A R’, siguin la recta r que per equacié (x,y,z) = (1+4,4,1— A1) i el pla © d’equaci6
2x —y+z=-2

a) Determineu la posicid relativa de la recta r i el pla m.
[1 punt]
b) Calculeu la distancia entre la recta riel pla 7.

[1 punt]

Resolucio:

a) Els punts de la recta r s6n de la forma (1 + 4,4, 1 — 4) per tant r és la recta que passa pel
punt P = (1,0,1) i que té vector director v, = (1,1, —1).

Per altra banda, el vector normal del pla esta format pels coeficients A, B i C de I’equacio

cartesianai ésn = (2,—1,1).

Si fem el producte escalar v, -n=(1,1,-1)-(2,—-1,1) =2—-1—1 =0, per tant sén dos

vectors ortogonals (perpendiculars) entre si amb la qual cosa tenim que [la recta r és paral-lela all

ﬂ. Com que el punt P no satisfa 1’equacio del pla m, |la recta queda paral-lela exterior (no

continguda) al pla].

Observacié: El paral-lelisme també pot ser demostrat via la resolucié del sistema d’equacions

lineals format per la recta i el pla i veient que és un Sistema Incompatible.

b) Per a fer la distancia de r a , com que sén paral-lels, és suficient agafar un P de r i fer
d(P, m)

NS _ _|21-1-0+1142| |5 _ 5V6
A1x1ten1m =d(P,m) = Nrencial VAl
Observacio: En lloc d’aplicar una foérmula també es pot calcular el punt Q projeccié
perpendicular de P sobre 7 i calcular d(P,Q).

Apartat a)

(0,25 punts per la identificacié de la recta r, a partir d’un punt i un vector director.

0,25 punts per veure el vector normal del pla.

(0,25 punts pel producte escalar igual a O i deduir el paral-lelisme.

0,25 punts per veure que la recta no esta inclosa en el pla.

Apartat b)

0,50 punts per indicar que la distancia es pot fer a partir d’un punt de .

0,5 punts per la substitucié i calcul final (no cal eliminar els radicals del denominador).
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38. PAU 2016 - Juny - Série 3 - Exercici 5

5. Considereu el tetraedre que té per vertexs el punts A = (x,0,1), B = (0x,1),
C=(3,00)iD=(0x0)amb 0 <x<3.
a) Comproveu que el volum del tetraedre €s donat per |’expressio
V(x) = 2 (—x% + 3x).
[1 punt]
b) Determineu el valor de x que fa que el volum sigui maxim i calculeu aquest volum
maxim.

[1 punt]
Resolucio:
a) El volum del tetraedre de vertexs ABCD es pot calcular amb 1’expressio
1 —_— — —
V=c |det(AB, AC, AD)|

Calculem els tres vectors arestes: AB = (—=x,x,0), AC = (3—x,0,—-1)i AD = (=x,x,—1).
Per tant

1 L 1]=x 3—-x —x 1
V(x) = =|det(AB,AC,AD)| ==||x 0 x||==x*—x2+x(3-x)|
6 6llo -1 -—al| ©

= X3 =)l

Ara bé observem que 0 < x < 3 i per tant I’expressié x(3 — x) sera sempre positiva i aleshores el
seu valor absolut serd x(3 — x).

Tenim doncs V(x) = %(x(3 - x)) = é(—x2 + 3x), com voliem demostrar.

Observacio: El volum es pot calcular també a partir de 1’area del triangle de la base i de I’algada
del tetraedre. La puntuacié en aquest cas, que €s una mica més llarg, es repartira per igual entre
els diferents passos.

b) Per a obtenir el volum maxim buscarem un punt que anul-li la derivada primera i que faci
negativa la derivada segona.

V(x) = 2 (—x% + 3x),
V'(x) ==(-2x +3) i
V() =< (-2) =2
Els punts singulars vindran d’anul-lar la primera derivada.

., , . . . . . 3
Resolem "equacio —2x + 3 = 0 d’on obtenim que hi ha un Unic candidat que ¢és x = >

Com que en substituir la derivada segona ens dona negatiu, tenim

3,. ..
x =7 hi ha el maxim que se’ns demana.

I'el volum maxim V @) = %(— @)2 +3 G)) = (_—9 + 2) = % ‘ z = gunitats cuibiques

Apartat a)

0,50 punts pel calcul dels vectors aresta.

0,25 punts pel calcul del determinant (sense arribar al calcul del valor absolut)

(0,25 punts per 1’argument del valor absolut a partir del signe del resultat del determinant.
Apartat b)

0,25 punts per les derivades.

(0,25 punts pel plantejament d’anul-lar la derivada primera.

0,25 punts pel valor de x que maximitza el volum.

0,25 punts pel volum maxim.
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39. PAU 2016 - Juny - Série 5 - Exercici 2

2. Siguin a R* el pla m d’equacio x —y +2z=2iels punts A= (3,-1,2) i B =
(1,1,-2).
¢) Comproveu que els punts A 1 B son simetrics respecte del pla .
[1 punt]

d) Sir és la recta dels punts P de la forma P = B + Av en que A és un parametre

real i v = (1, 1, 0), verifiqueu que els punts mitjans dels segments AP pertanyen
al pla m.

[1 punt]

Resolucio:

a) Per veure que els punts A i B son simetrics respecte del pla m, comprovarem que

el vector AB és perpendicular al pla m (és a dir, que el vector AB és proporcional al
vector normal del pla) i que el punt mitja del segment AB pertany al pla .

AB=B—-A=(-2,2-4)~(1,-1,2) = v,

Per altra banda, el punt mitja del segment AB és M = % = (2,0, 0) que pertany al pla

mjaque[2—0+2-0=2]

b) TenimP = (1,1,-2)+A(1,1,0) = (1+ 4,1+ 1,-2).
Els punts mitjans del segments AP sén de la forma
_A+P  (4+1,40)
2 2

= 2+/1 A 0
_( 2'2‘)

Comprovem que les coordenades del punt M satisfan 1’equacio del pla:

y
2+ 373 + 2 -0 = 2, efectivament.
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Apartat a)

0,25 punts pel vector AB.

0,25 punts per la proporcionalitat amb el vector normal del pla.

0,25 punts pel calcul del punt mitja.

0,25 punts per la comprovacié que el punt mitja pertany al pla.

Apartat b)
0,5 punts per I’expressio dels punts de la recta.
0,25 punts per I’expressio dels punts mitjans.

(0,25 punts per la comprovacio de pertinenca al pla.
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40. PAU 2016 - Juny - Série 5 - Exercici 5

5. Siguinlesrectes r: (x,y,2z) =(2,3,-3) + 1(1,—1,0) i s: xT_S =y—-5=2z+2.

¢) Estudieu si les rectes r i s son paral-leles o perpendiculars.
[1 punt]

d) Determineu la posicié relativa entre les rectes r 1 s 1 calculeu 1’equacio
parametrica de la recta t que talla perpendicularment la recta r i la recta s.

[1 punt]

Resolucio:

a) Els vectors directors respectius son v, = (1,—1,0) i v, = (2,1, 1).

Observem que v, 1 v; no s6n proporcionals, per tant les rectes ‘ri 5 NO sON paral-leles|.

vy 1 Vg no sOn perpendiculars ja que v, - v, =2 —1+ 0 =1 # 0, per tant les rectes

Lf no son perpendiculars‘.

b) Mirem si les rectes r1i s es tallen.

[gualem, per exemple, les equacions parametriques

(+43-24-3)=3+2u5+ -2+

2414 = 342y
3—4 = 5+4u }
-3 = =2+u
De la tercera equacié tenim g = —1, i substituint a la primera i a la segona obtenim
A=-1. ‘Per tant, les rectes i s es tallen en el punt (1, 4, —3)\.

Si la recta ¢ ha de tallar perpendicularment la recta r i s,  passa pel punt (1,4, —3) i té
per vector director v, X V.

i 1 2
v xvs=|j -1 1|=(-1,-1,3)~(1,1,-3)
kK 0 1

I, per tant, tenim: |t: (x,y,z2) =+ a4+ a -3 —-3a) |
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Apartat a)

0,5 punts per la resolucié del no paral- lelisme.

0,5 punts per la resolucié de la no perpendicularitat.
Apartat b)

0,25 punts per la posicié relativa.

0,25 punts pel punt interseccid.

0,25 punts pel vector director de la recta .

0,25 punts per I’equacio parametrica de la recta.

41. PAU 2015 - Setembre - Seérie 5 - Exercici 2

2. A l'espai tridimensional considerem la recta r: (x,y,z) = (3 + 2a,—a,3 — ) i els
plans 7, i x+y+z=-11im :(x,y,2)=Q+ A, 1-A+u, 1).
a) Calculeu I’equaci6 cartesiana (€s a dir, que te la forma Ax + By + Cz = D) del
pla m,.
[1 punt]
b) Trobeu els dos punts de la recta r que equidisten dels plans ;i 7,.

[1 punt]

NOTA: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (Xg,Vq,2g) al pla
d’equacio

_ . .. |AXO+By0+CZU+D|
Ax + By + Cz + D = 0 amb I’expressid NI

Resolucio:

a) Per a escriure 7, en forma general o cartesiana fem

x-2 1 0
y=1 -1 1|1=0 2 x-2)(-)+z-(y—-1)=0, x+24+z—-y+1=0
z 0 1

Per tant I’equaci6 cartesiana del plaés x +y —z = 3|

b) La distancia d’un punt de r de la forma P = (3 + 2a,—a,3 —a) a x, i 7, ha de ser

la mateixa, és a dir

B+20-a+3-a+] PB+2a-a-3+a-3

V3 V3

(13,-5,-2)
(-1,2,5)

\7\=\2a—3|=> < 20-3=7T—> a=5 o

oY U
I

20-3=-T—> a=-2
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Apartat a)

0,5 punts per la formulacié de I’equacié cartesiana del pla a partir del determinant o del
calcul del vector normal.

0,5 punts pel calcul final.

Apartat b)

0,25 punts per la igualtat entre distancies a partir de la férmula.
0,25 punts pel primer desenvolupament.

0,25 punts per I’obtencié d’un dels punts.

0,25 punts per I’obtencié del segon punt.
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42. PAU 2015 - Setembre - Série 5 - Exercici 4

4. Siguin els plans de R mpi-y+z=2, @my-2x+y+z=1 i
My 2x — 2z = —1.
a) Calculeu la posici6 relativa dels tres plans.

[1 punt]
b) Comproveu que el pla w3 és paral-lel a la recta definida per la interseccid dels

plans 7y 1 5.
[1 punt]

Resolucio:

a) Plantegem el sistema d’equacions lineals format pels tres plans i estudiem
I’existencia de solucions. La matriu del sistema queda

AI
Calculem el determinant de la matriu de coeficients. det(A) = -2 -2+ 4 =0, per
tant tenim que rang(A) < 3 perd com que el menor |_02 _11| =—2%# 0 és no nul

tenim que rang(A) = 2.

Per a saber el rang de la matriu ampliada orlem el menor amb la tercera fila i la columna

0o -1 2
dels termes independents i com que |—2 1 1|=-2-4+2=—-4%0=
2 0 -1

rang(A') = 3 # rang(A) i per tant el sistema és incompatible, és a dir, el tres plans no
tenen cap punt en comu.

Observem també que els plans no sén paral-les dos a dos, ja que els vectors normals no
sOn proporcionals.

Per tant, els tres plans es tallen dos a dos perd no tenen cap punt en comu.
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-y+z=2

b) La recta definida pels plans m; i 7, és r:{ que té per vector

—2x+y+z=1
director el producte vectorial dels vectors normals de cada pla, és a dir
i 0 -2
v.=myXn,=\|j -1 1|=(-2,-2,-2)=(111)
k1 1

Per a comprovar que el pla w5 €s paral-lel a la recta r és suficient comprovar que el seu
vector normal, n; = (2,0, —2), és perperdicular amb v, = (1,1,1). I efectivament

nyXv,=24+0-2=0 =|r||m]

Observacio: El paral-lelisme de 1’apartat b) també es pot demostrar argumentant que 73
no pot tallar la recta r = m; N m,, ja que si fos aixi aleshores hi hauria un punt en comu
a tots tres plans, que no pot ser pel resultat de 1’apartat a).

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts pel plantejament a partir de 1’existéncia de solucions del sistema
0,25 punts pel calcul dels rangs.

0,25 punts pel no tenir cap punt en comu.

0,25 punts pel no paral-lelisme

Apartat b)

0,25 punts pel vector director de .

0,25 punts pel vector normal del pla.

0,25 punts pel plantejament de 1’ortogonalitat entre els vectors.

0,25 punts pel calcul final.
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43. PAU 2015 - Juny - Série 2 - Exercici 2

o . . . -1 3
2. Sigui r la recta de ’espai que té per equacio r: xT =2

coordenades (6, 0, -1).
a) Trobeu I’equacid cartesiana (é€s a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del

— = z i sigui P el punt de
pla que passa pel punt P i talla perpendicularment la recta r.

[1 punt]

b) Trobeu I’equacid parametrica del pla que passa pel punt P i conté la recta r.

[1 punt]

Resolucio:
a) Larecta r passa pel punt @ = (1,—3,0) i té vector director v = (2,—1, 1).

Si el pla ha de tallar perpendicularment la recta r aixd vol dir que el vector v sera
normal al pla i formara els coeficients (4, B, C) de ’equacio cartesiana.

Per tant I’equacio del pla sera 2x — y + z = D i si ha de passar pel punt P = (6,0, —1)
tenim2 -6 —0+ (—1) =D ipertant D = 11.

Aixi doncs el pla que es demana és el d’equacio cartesiana| 2x—y+z=11 |

b) El pla que ens demanen té com a vectors directors el vector director de la recta
v=(2,-1,1) i P0=0Q—-P=(1,-3,0)—(60,—1) = (=5,-3,1). Per tant,
tenint en compte que el pla passa per P, I’equacio parametrica del pla sera

(x,v,z) =(6,0,—1) + A(2,—1,1) + u(=5,-3,1)

= (6+21—5u,—4—3u, 1421+ )

Apartat a)

0,25 punts per identificar el vector director de r.
0,25 punts per veure el vector com a normal al pla.
0,25 punts per la part literal de ’equacid general.

0,25 punts pel calcul del terme independent.
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Apartat b)
0,25 punts pel vector v com a un dels vectors directors.
0,25 punts pel vector PQ com a un dels vectors directors.

0,5 punts per ’equacio paramétrica.
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44. PAU 2015 - Juny - Série 2 - Exercici 4

4. Considereu a R’ la recta que té per equacié 7:(x,y,2) = (4 +21,-2,1—2A) i
els plans m; 1 my d’equacions my:x +2y+2z2=—-11 my:x—2y+2z=-3,
respectivament.

a) Determineu la posici6 relativa de w1 1 7.

[1 punt]

b) Comproveu que tots els punts de la recta r estan situats a la mateixa distancia
dels plans Ty i m,.

[1 punt]

NOTA: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (Xg,Vq, 2p) al pla

N .y _ . .y |AXO+By0+CZO+D|
d’equacid Ax + By + Cz + D = 0 amb I’expressid Tt B CE
Resolucio:
a) Els vectors normals dels respectius plans séon n; = (1,2,2) in, = (1,—2,2) que

no son proporcionals i per tant els plans no sén paral-lels. Per tant la posici6 relativa és

que ‘els plans m; 1 m, es tallen definint una recta interseccié‘.

b) Un punt generic R de r és de la forma R = (—4 + 24, —2,1 — A). Es tracta de
demostrar que d(R,m;) = d(R,m;), amb independéncia del parametre A. Quan
plantegem ambudes distancies ens hem de preguntar si es compleix

|—4+22+2(=2) +2(1 =) + 1| _ |~4+ 21— 2(=2) +2(1 — 1) + 3|

I, efectivament, quan fem els calculs obtenim la igualtat

=51 _ sl
3 3
que és certa independentment del valor del parametre A.

Es a dir,

tota la recta r equidista dels dos plans m; i 17.'2|.

Observacio: Com que I’enunciat només demana comprovar I’equidistaincia NO cal que
I’estudiant expliciti que la recta és a 5/3 unitats dels plans.
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Apartat a)

0,5 punts per la identificaci6 dels dos vectors normals.
0,5 punts per la posicid relativa.

Apartat b)

0,5 punts pel plantejament de la igualtat

0,5 punts per la resolucio.

45. PAU 2015 - Juny - Série 4 - Exercici 3

3. Siguinelpunt P = (2,0,2)iel plam d’equacio x —y +z = 1.
a) Calculeu l’equacid parametrica de la recta que passa pel punt P i és
perpendicular al pla m.

[1 punt]

b) Calculeu la distancia del punt P al pla 7.
[1 punt]

Resolucio:

c) Un vector director de la recta que busquem, com que se’ns demana que sigui
perpendicular al pla 7, sera el vector normal del pla, (4,B,C) = (1,—1,1) i per tant
I’equacio parametrica de la recta

(x,v,2)=0202)+A2(1,-1,1) =2+ 14-42+2)

d) Per a calcular la distancia podem aplicar la férmula

2-0+2-1 3 _
= — =3 unitats.
JIE+(-D2+12] V3

d(P,m) =

Observacio: Per al calcul de la distancia també es pot passar per la projeccié ortogonal
del punt P sobre el pla, que sera el punt Q = (1,1,1), i calcular la distancia de P a Q. En
aquest cas també puntuacié maxima.

Apartat a)

0,5 punts pel plantejament del vector normal del pla com a vector director de la recta.
0,5 punts per ’equaci6 parametrica.

Apartat b)

0,5 punts pel plantejament de la férmula (o el calcul de la projeccid)

0,5 punts pel calcul final (o el calcul de la norma)
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46. PAU 2015 - Juny - Série 4 - Exercici 6
6. Siguin a R el punt P =(2,3,3) i larectar: (x,y,2) = (1,2,3) + t(1,1,1).
a) Calculeu I’equacio parametrica del pla que passa pel punt P i conté la recta r.
[1 punt]

b) Calculeu I’equaci6 cartesiana (¢€s a dir, de la forma Ax + By 4+ Cz = D) del pla
que passa pel punt P i és perpendicular a la recta r.

[1 punt]
Resoluci6:
a) r és la recta que passa per R = (1,2,3) i que té vector director v, = (1,1,1).

Uns vectors directors del pla que se’ns demana seran v, = (1,1,1) i PR=R-P=
(—1,—1,0). Per tant [’equaci6é parametrica del pla sera

| (x,v,2) =(233) +A(L1L,1) +u(-1,-1,0) = 2+ A—1,3+1— 1,3+ 1)

b) Com que el pla ha de ser perpendicular amb r, el vector director de la recta
v, = (1,1,1) sera el vector normal del pla, €s a dir els coeficients (4, B, C). Per tant el
plaésdelaformax+y+z = D.

I quan fem passar el pla pel punt P = (2,3,3) obtenim .

Apartat a)

0,25 punts per identificar el punt i el vector de r.

0,25 punts pel vector PR.

0,25 punts pel plantejament de I’equacié parametrica.

0,25 punts per la solucié final.

Apartat b)

0,5 punts per veure el vector director de r com el normal al pla.

0,5 punts per la solucid final.
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47. PAU 2014 - Setembre - Série 5 - Exercici 1

1. Siguin 7 i s les rectes de R* d’equacions
z—3
2
x—3 y—2 z+1
s: = =
2 3 -1
a) Estudieu el paral-lelisme i la perpendicularitat entre les rectes 1 1 s.

rix+5=y—-5=

[1 punt]

b) Trobeu I’equaci6 general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) delplaw
que conté la recta r 1 és paral-lel a la recta s. Calculeu la distancia entre la recta
s iel pla m obtingut.

[1 punt]
Resolucio:
a) Els vectors directors de les rectes i s son v, = (1,1,2) ivg = (2,3, —1).

. . . . P , 1,1, 2
Els vectors v, 1 v5 no sén proporcionals, ja que un no és mdltiple de I’altre (E L F _—1)

i per tant les rectes [ i s no s6n paral-leles|.

El producte escalar dels dos vectors directors és v, v, =1-2+1:-3+2-(—1) =

3 # 0 per tant les rectes |r 15 no sén perpendiculars|.

b) Si el pla m ha de contenir la recta r aleshores v, = (1,1,2) sera un dels seus
vectors directors i el pla m haura de passar pel punt de la recta B. = (—5,5,3). Per altra
banda si el pla = ha de ser paral-lel a la recta s aleshores v, = (2,3, —1) sera també un
dels vectors directors del pla.

Aixi doncs, I'equacié general del pla r s’obtindra de la igualtat:

x+5 1 2
y—-5 1 3|=0
z—3 2 -1

Quan desenvolupem obtenim (x + 5)(—=7) — (y — 5)(—=5) + (z—3)1 = 0.

Amb el que tenim [: — 7x + 5y + z = 63|,

Com que el pla  és paral-lel a la recta s,

d(s,m) =d(P,m) =d((3,2,—1),—-7x + 5y +z— 63 = 0)
|(=7)-3+5-24+(-1)—63] 75

= = =+/75 =|5v3|

V(=7)% +52 +12 V75 V3
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Apartat a)
0,5 punts per I’estudi de paral-lelisme.
0,5 punts per I'estudi de perpendicularitat.
Apartat b)
0,25 punts per la identificacié dels vectors directors del pla.
0,25 punts per I’equacié general del pla.
0,25 punts pel plantejament de la distancia a partir d’un punt qualsevol de la
recta.
0,25 punts pel calcul de la distancia d’un punt a un pla.

48. PAU 2014 - Setembre - Série 5 - Exercici 5

5. Donats els vectors u = (2,—1,0),v = (—1,3,4)iw = (0,3a — 1,4a).
a) Calculeu els valors del parametre a perque els vectors u, v 1 w siguin linealment
dependents.

[1 punt]

b) Calculeu els valors del parametre a perque que un tetraedre d’arestes u, v i w
tingui un volum de 2/3 unitats cibiques.

[1 punt]
Resolucio:
a) Per tal que els vectors u, v i w siguin linealment dependents, la matriu quadrada

d’ordre 3 formada pels tres vectors ha de tenir rang menor de 3, és a dir que el seu
determinant s’ha d’anul-lar.

2 -1 0
-1 3 3a-1
0 4 4a

=24a—-8(3a—1)—4a =8 —4a.

Per tant el rang sera inferior a 3 només quan 8 — 4a = 0, és a dir .

b) El volum d’un tetraede d’arestes u, v i w es calcula amb I’expressid
1
V == I ]
c [[u, v, w]|

8—4al _ 2 . .
| - s a dir |8 — 4a| = 4, que segons el signe de

Aixi doncs tenim 1’equacid

I’expressié de dins del valor absolut déna lloc a dues diferents equacions.

. Si8—4a>0=>8—4a=4=[a=1]
. Si8—4a<0=>8—4a=—4=a=3|
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Apartat a)
0,25 punts pel plantejament de la dependéncia en termes de determinant.
0,5 punts pel calcul del determinant.
0,25 punts per la resolucio de I’equacio.
Apartat b)
0,25 punts per la formulacié del volum.
0,25 punts pel plantejament de 1’equacio.
0,25 punts per la primera solucié.
0,25 punts per la segona solucio.
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49. PAU 2014 - Juny - Série 3 - Exercici 2

2. Considereuel punt 4 = (1,2, 3).
a) Calculeu el punt simetric del punt A respecte de la recta d’equacid
ri(x,v,z) =(3+4,1,3-41).
[1 punt]
b) Calculeu el punt simetric del punt A respecte del pla que té per equacio

mx+y+z=3.

[1 punt]
Resolucio:
a) Per a fer el simetric respecte de la recta r construirem primer el pla, diguem-ne

7', que talla perpendicularment la recta r i que passa pel punt A. Aquest pla té per
vector normal el vector director de 7, és a dir (1,0, —1).

Per tant és un pla d’equacié x —z = D i si ha de passar per A, tindrem 1 —3 =D, o
sigui D = —2. Per tant el pla perpendicular té equacio m': x — z = —2.

Calculem el punt interseccid, diguem-ne B, del pla amb la recta, el que seria el punt
projeccié del punt A sobre la recta r, substituint I’equacié parametrica de la recta en
I’equacié del pla.

34A-3-1)=-2
D’on tenim A = —1ipertant B = (2,1,4).

Aixi el punt simétric del punt A respecte de la recta, diguem-ne A, ’obtindrem fent

=A+24B = (1,23) +2((2,1,4) - (1,2,3)) = (1,2,3) + (2,-2,2) =[(3,0,5)].

b) Obtindrem primer el punt, diguem-ne B, projeccié perpendicular del punt A
sobre el pla m, construint la recta perpendicular al pla i que passa per A. El vector
director d’aquesta recta sera el vector normal del pla, és a dir (1,1,1).

Per tant, I’equacio de larecta sera s: (x,y,z) = (1+ 4,2 + 4,3 + ).
La intersecci6 de s 1 w és quan

1+A+2+A+3+4=3.
D’on tenim A = —1 i per tant B = (0,1,2).

Aixi el punt simeétric del punt A respecte del pla, diguem-ne A’, I’obtindrem fent
= A+24B = (1,23) +2((0,1,2) — (1,2,3)) = (1,2,3) + (-2,-2,-2) =
(=1,0,1)|
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Apartat a)

0,25 punts per identificar el vector director de la recta.
0,25 punts per I’equacié del pla perpendicular.

0,25 punts pel punt interseccio.

0,25 punts per la construccié del punt simetric.
Apartat b)

0,25 punts per identificar el vector normal del pla.
0,25 punts per I’equacio de la recta perpendicular.
0,25 punts pel punt interseccio.

0,25 punts per la construccid del punt simetric.
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50. PAU 2014 - Juny - Série 3 - Exercici 5

o . . x—2 z+1 .
5. Siguin r i s les rectes de R3® d’equacions r=y=—

s:(x,v,z) =(1+2a,3—a,4+ 3a),amb a € R.

a) Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat
sobre la recta r i I’altre extrem situat sobre la recta s formen un pla.
[1 punt]

b) Trobeu I’equacié general (€s a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del pla
de I"apartat anterior.

[1 punt]
Resolucio:
a) Els punts generals de les rectes r i s son, respectivament, de la forma

R=((24+34L4-1+44)
S=00+2a3—a4+ 3a).
.Calculem I’expressi6 dels punts mitjans:

M_R+S_(3+3/1+2a3+/1—a:3+4/1+30:)
2 2 ’ 2 ’ 2

_(333y, 314, 2-13
NEERERRES

I podem veure que efectivament formen un pla que és, a partir de I’expressié vectorial

i 33 3).. . . .
anterior, el que passa pel punt (5, > E) i té per vectors directors els vectors directors de

les dues rectes, és a dir (3,1,4) 1 (2, —1,3).

b) Sabem que és el pla que passa pel punt G'%’g) i té per vectors directors els

vectors directors (3,1,4) i (2,—1,3), per tant seran els punts (x,y,z) que satisfan
I’equacié

3
x—g 3 2
y=3 1 -1|=0
3
Z—E 4 3
3 3 3
r(e=3)=16-D-5(-) -
3
7x—y—52—z
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Apartat a)

0,25 punts per les equacions parametriques de les rectes.
0,5 punts per I’expressié general dels punts mitjos.

0,25 punts per I’argumentacié de formar un pla.

Apartat b)

0,5 punts per la formulacié de I’equacid.

0,5 punts pel calcul final.

51. PAU 2014 - Juny - Série 4 - Exercici 3

3. Siguinelspunts P = (1,1,0),Q = (1,0,1) iR = (0,1, ielplam:x + y + z = 4.
a) Trobeu I’equacié general (€s a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del pla
que passa pels punts P, Qi R.

[1 punt]

b) Si S és un punt de 7, comproveu que el volum del tetraedre de vertexs P, O, R1 S

no depén del punt S.
[1 punt]
Resolucio:
a) El pla que passa pels punts P, Q i R té per vectors directors, per exemple, els

vectors PQ = (1,0,1) — (1,1,0) = (0,—-1,1) i PR = (0,1,1) — (1,1,0) = (=1,0,1) i per
tant un punt (x, y, z) del pla haura de satisfer la igualtat (demanant que passi pel punt P)
x—1 0 -1
y—1 -1 0
z 1 1

=—x+1—-y+1—-2z=0.

Es a dir x+y+Z=2|.
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b) Si § és un punt del pla m:x+y+2z =4, aleshores S és de la forma
(x,v,4—x—y).

Aixi doncs el tetraedre de vertexs P, Q, R 1 § tindra per arestes els vectors
PQ = (1,0,1) — (1,1,0) = (0,—1,1),

PR =(0,1,1) — (1,1,0) = (-1,0,1) i

PS = x,yv4—x—-y)—(110)=x-1Ly—-14—x—y)

i per tant el seu volum sera

1, 1f|® -1 x-1 1
V=E|W,PR,PS]|=E -1 0 y-1 |l=cl-x+l-y+1-4+x+yl
1 1 4—x-y
2 1
=—=|-u3|
3

que €s una constant i per tant independent del punt S.

Alternativament: El volum del tetraedre no depén del punt S ja que es tracta d’un
tetraedre amb tres punts (P, Q i R) sobre un pla x + y + z = 2 i un quart punt (S) sobre
un pla que és paral-lel al pla anterior x + y + z = 4. Observem que els dos plans tenen
per vector normal el vector (1,1,1). Per tant tindrem sempre la mateixa “area de la
base”, I’area del triangle PQOR, i la mateixa “al¢ada”, la distancia entre els dos plans.

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts per I’obtenci6 dels dos vectors directors.
0,25 punts pel plantejament de 1’equacié general.
0,25 punts pel calcul final.

Apartat b)

0,5 punts per la forma parametrica d’un punt del pla.
0,25 punts per la formulacié del volum.

0,25 punts pel calcul del volum.

Observacio: Si I’apartat b) es resol de manera totalment correcta només argumentant a
partir del paral.lelisme entre els plans i el fet que, aleshores, els tetraedres resultants
tenen la mateixa area de la base i1 la mateix alcada, es puntuara I’apartat amb 1 punt.
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52. PAU 2014 - Juny - Série 4 - Exercici 4

4. Donatsels plans my: x —4y+z=2m-—1im,: 2x—(2m+ 2)y+2z=3m+ 1.
a) Determineu els valors de m perque els plans 1; 1 1, s’intersequin en una recta i
calculeu un vector director de la recta resultant que no depengui de m.

[1 punt]

b) Sigui el pla m: 3x — 2y + 3z = 8. Estudieu la posici6 relativa del pla 7 amb la
recta r definida per la intersecci6 dels plans t; i M, quanm = 1.

[1 punt]
Resolucio:
a) Que els dos plans m; 1 T, s’intersectin en una recta, diguem-ne r vol dir que el

sistema d’equacions format per les respectives equacions dels plans és compatible
indeterminat.
El sistema és
m:x—4y+z=2m-1
{nz: 2x—(2m+2)y+2z=3m+1
o en forma matricial

(1 —4 1|12m — 1)

2 -2m-2 213m+1/

i només es tracta de garantir que la matriu de coeficients tingui rang 2, €s a dir que el
menor B _2;14_ 2| sigui diferent de 0.

1 =4 |, o ia__ _ -
l, o |=-2m-2+8=-2m+6=0em=3

Per tant, ; 1 T, s’intersecten en una recta si i només si m # 3.

Per a aquests casos el vector director de la recta r sera el producte vectorial dels
respectius vectors normals de cada pla, és a dir (1,—4,1) i (2,—2m — 2,2), o el que és
equivalent el producte vectorial de (1,—4,1) i (1,-m — 1,1).

Per tant tindrem

i 1 1
v,=(1,-41)x(1A,—m-11)=|j -4 -m-1|=(m-3,0,—m+3).
k1 1

Ara bé com que estem en el cas m # 3, la primera i tercera component del vector v, sén
diferent de 0 i podem simplificar el vector dividint per m — 3 i obtenint un vector

director equivalent i que no depén de m: |v,, = (1,0,-1) |

b) El vector director de la recta r és v. = (1,0, —1) i el vector normal del pla 7 és
vy =(3,-2,3). Com que v, v;=3—3=0 aleshores els dos vectors soén

perpendiculars, v, L v, , 1 per tant |la recta r €s paral-lela al pla 17.".

70



Per a saber si la recta r esta continguda o no en el pla, podem agafar un punt de r i veure
si satisfa I’equacié del pla.

Si fem, per exemple, x = 0 en les equacions de r, obtenim el punt (0,%, 3) que podem

comprovar que també pertany al pla m, jaque 3-0— 2 -%+ 3:3==14+9=8. Per

tant, |la recta r esta continguda en el pla n.'.‘

Observaci6: Alternativament, també es podia decidir a partir d’estudiar les interseccions

dels plans m,, T,i @, per al cas m = 1, i veure que es tracta d’un sistema compatible
indeterminat.

Apartat a)

0,25 punts pel plantejament matricial.

0,25 punts pel valor que fa que el rang sigui 2.

0,25 punts pel vector director.

0,25 punts per veure que es pot reduir i €s independent del parametre.
Apartat b)

0,5 punts pel paral-lelisme de la recta i el pla.

0,5 punts per veure que la recta esta continguda en el pla.
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53. PAU 2013 - Setembre - Série 1 - Exercici 3

r—1 z+m
:y: 4 s

(a) Comproveu que el vector caracteristic (o normal) de 7 i el vector director de r sén
perpendiculars.

3.- Donats el pla m:x+ 2y — z =3 i la recta r:

(b) Estudieu la posicié relativa de 7 i r en funcié del parametre m.

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) El vector caracteristic del pla és v, = (1,2, —1); el vector director de la recta és v, = (2,1,4).

Aquests vectors seran perpendiculars si i sol si el seu producte escalar és nul.

(1,2,-1)-(2,1,4)=1-242-1+(-1)-4=2+2—-4=0,

(b) Tenint en compte Papartat anterior, la recta i el pla solament poden ser parallels o incidents (la recta
esta continguda dins del pla). En aquest segon cas, qualsevol punt de la recta ha de complir I'equaci6
del pla. Agafem el punt P = (1,0, —m); aquest punt pertany al plasiisolsil+2-0—(—m)=3; és
adir,siisolsim=2.

En definitiva, si m = 2, la recta esta continguda al pla; si m # 2, la recta i el pla son parallels.

PAUTES DE CORRECCIO

Apartat a

0,5 punts per localitzar el vector caracteristic del pla i el director de la recta.

0,25 punts per efectuar el producte escalar.

0,25 punts per concloure que sén perpendiculars perqué el seu producte escalar val zero.
Apartat b

0,5 punts per raonar, a la vista del resultat anterior, que el pla i la recta solament poden ser parallels
o incidents (recta continguda al pla).

0,25 punts per raonar que, si séon incidents, qualsevol punt de la recta ha de ser del pla.

0,25 punts per arribar al valor m = 2 i discutir quina és la posicid relativa en funcié de m.

[2 a 1] 5 b 8] 2 4 71
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54. PAU 2013 - Setembre - Série 1 - Exercici 5

5.- Donats el pla7:2r —y+32z—8=01el punt P=(6,-3,7),
(a) Trobeu I’equacié continua de la recta que passa per P i és perpendicular a 7.
(b) Trobeu el punt del pla T que esta més proper al punt P.
[1 punt per cada apartat]
Solucié
(a) Podem agafar com a vector director de la recta que busquem el vector caracteristic del pla m;
llavors, I'equacio continua de la recta és

r—6 y+3 =2-7

2 -1 3

(b) El punt del pla més proper al punt P és el que es troba a la recta perpendicular al pla passant per
P. Aixi, el punt que estem buscant és la solucio de les equacions
r—6 y+3 2-7
2 -1 3

juntament amb 2r —y+ 3z —-8=0.

Hi ha varies formes de resoldre el sistema. Una d’elles és convertint ’equacié continua de la recta en
dues equacions,
r—6 y+3 y+3 27

T+ 2y =0; = y =-2.
2 3 = x+ 2y =0: ) 3 = Jy +z

Ajuntant aquestes dues equacions amb la del pla ens queda un sistema,

r + 2y =0
3y + =z
2 — y +3z2= 8

Il
\
b

que té per solucib r =2, y=—-1, 2 =1.

Una altra forma és passar 'equacio de la recta a la forma paramétrica,
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i substituir aquests valors a I'equacié del pla,
20—y +32—-8=0=2(64+2\) — (-3 —-A)+3(7T+3)) - 8=0= 1A+ 28=0= A= 2.

Les coordenades del punt son t =6 +2(-2) =2, y=-3—(-2)=—-1,2=7+3(-2)=1.

D’una manera o altra, el punt buscat és Q = (2, —1,1).

PAUTES DE CORRECCIO
Apartat a
0,5 punts per raonar que podem agafar com a vector director de la recta el vector caracteristic del pla.

0,5 punts per I'equacié en forma continua de la recta. Encara que és dificil que ho facin, si donen com
a soluci6 qualsevol altra forma de I'equacié de la recta, compteu solament 0,25 punts.

Apartat b

0,5 punts per raonar que el punt buscat és la interseccio entre el pla 7 i la recta trobada a 'apartat
anterior.

0,5 punts per trobar el punt més proper.

Si es “llancen” a fer el punt d’'interseccid sense explicar el perqué, no compteu res d’aquest apartat. La
rad és que es demana el punt més proper, no el punt d’interseccio.

55. PAU 2013 - Juny - Série 3 - Exercici 1

1.- Sigui 7: 3z — 2y + 2 =10.

(a) Trobeu l'equacié continua de la recta r perpendicular a = que passa pel punt P =
(—1,3,2).

(b) Trobeu també I’equacié cartesiana (és a dir, de la forma Ax + By + Cz+ D = 0) del pla
w1 parallel a m que passa pel mateix punt P.

[1 punt per cada apartat]
Solucid

(a) Podem agafar com a vector director de la recta el vector caracteristic del pla. Amb aixo,

3 -2 1

zx+1 y—-3 z-2
T = .

(b) Els plans parallels a 7 tenen per equacio 3x — 2y + z + D = 0. Com que ha de passar pel punt P,
cal que
3(-1)—2-3+2+D=0.

D’aqui, D = 7. L'equacié cartesiana del pla m és 3x — 2y +2+7=0.
També es pot utilitzar la formula A(x — z9) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0; és a dir,
3z+1)—2(y—3)+(2—2)=0.
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56. PAU 2013 - Juny - Série 3 - Exercici 4

4.- Un triangle d’area 3/2 té dos dels seus vértexs als punts P = (0,0,0) i Q = (2,0,1). El
tercer vértex, R, és un punt de la recta

. {:E +y+2=0
y=1
i té la primera coordenada no nulla. Calculeu les coordenades del vértex R.
[2 punts]
De les equacions que defineixen la recta r, es dedueix que qualsevol punt de la recta ha de ser, per

exemple, de la forma R = (—1—z,1, z) (també és possible, evidentment, posar R = (z,1,—1 —2)). Hi
ha altres formes d’arribar a la mateixa expressié, tal com buscar el vector director de la recta r,

i j ok
vy =(1,1,1)x (0,1,0) =[1 1 1|=—i+k=(-1,0,1),
010

un punt de la recta, com A = (—1,1,0) (i molts altres), i construir les equacions paramétriques de la
recta, r = —1— X,y =1, z= A; amb aixdo, R=(—1— A\, 1, \).

Una vegada localitzat el punt R, hi ha al menys dos camins per acabar el problema.
Solucié 1

1
L’area d’'un triangle de vértexs P, ( i R es pot calcular mitjangant la formula A = 5”@ X ﬁ”

Amb aixo,

1 IR I N 1
A= (20 )x (—1-z12)== 2 0 1|]|==(-1,-32-1,2)]| = =922 + 62 + 6.
2 R I L 2

Volem que aquesta area sigui 3/2. Per tant, cal resoldre 'equacio /922 46246 = 3. Elevant al
quadrat i realitzant les operacions adequades, arribem a Iequacié 922 + 6z — 3 = 0, que té com a
solucions z = —11 2z =1/3.

D’entrada, doncs, hi ha dos possibles punts R,
4 1
R1=(0,1,-1) i Re = (—— 1 —).

D’acord amb l'enunciat, ens hem de quedar amb el que té la primera component no nulla. Es a dir,

R=(-4/3,1,1/3).

Solucio 2

El problema es pot resoldre també buscant una base i I'altura corresponent del triangle. Per exemple,
podem fer

|IPEx PG| V922 +62+6

b=d(P,Q)=V22+02+12=+5; h=d(R,PQ

bl 3
Llavors, g =3 ens porta a v/922 + 6z + 6 = 3. A partir d’aqui, se segueix com a la solucié 1.
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57. PAU 2013 - Juny - Série 4 - Exercici 5

. r+3
5.- Donats els punts P = (1,0,—1) i Q = (—1,2,3), trobeu un punt R de la recta r : —5 =
y+4 z-3

3 -1
iguals del triangle.

tal que el triangle de vértexs P, (), R és isosceles, essent PR i QR els costats

[2 punts|

Solucio 1

El punt R de la recta és de la forma R = (=3 4+ 2\, —4 + 3)\,3 — \) (equacions paramétriques de la
recta). Volem que d(P, R) = d(Q, R).

d(P,R) = \/(—3+2/\f1)2+(—4+3Afo)2+(3—)\+1)2: V14M2 — 48\ + 48 ;
Q. R) = /(=34 22+ 1)2 + (—4+ 3 = 2)2 + (3 = A — 3)2 = V14\2 — 44X + 40.

Cal que 1422 — 48\ + 48 = 14)\% — 44\ + 40 . La soluci6 d’aquesta equacié és A = 2. El punt buscat és
R=(1,21).
Solucié 2

Busquem 'equacid del pla que passa pel punt mig del segment P() amb vector caracteristic @; tots
els punts d’aquest pla equidisten de P i (). Després es busca la interseccio entre aquest pla i la recta r.

P+Q

Punt mig: M = =(0,1,1).

Vector caracteristic: P‘é =Q—-P=(-2,2,4).

Equacio del pla: —2(z —0)+2(y — 1)+ 4(z—1)=0=ax+y+224+3=0.

Substituint 'expressio general dels punts de la recta r, R = (=3 + 2\, —4 + 3X,3 — A) en 'equaci6 del
pla, obtenim que X\ = 2, igual que en 'apartat anterior.

També es pot acabar aquest segon procediment resolent el sistema d’equacions lineals format per dues
equacions obtingudes de la recta r 1 'equacio del pla que hem trobat.
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58. PAU 2013 - Juny - Série 5 - Exercici 1

1.- Siguin my el pla2r +3y—z=4im el plax—2y—4z=10.
(a) Comproveu que els plans m i 72 sén perpendiculars.

(b) Trobeu I'equacié continua de la recta parallela als plans 7 i m 1 que passa pel punt
P=(-1,3,2).

[1 punt per cada apartat]
Solucié

(a) Un vector caracteristic de cada un dels plans és vy = (2,3, —1) i v9 = (1, =2, —4), respectivament.
Els plans so6n perpendiculars si els seus vectors caracteristics també ho son, és a dir, si el producte
escalar dels vectors caracteristics dona zero.

v cv2=2-143(-2)+(-1)(-4)=2—-6+4=0.

(b) Si la recta r és parallela als dos plans, el seu vector director v, és perpendicular als vectors
caracteristics del dos plans. Per tant, podem agafar

ik
vp=v1 Xv2a =12 3 —1|=-14i+7Tj—T7Tk=(-14,7,-7),
1 -2 -4

o qualsevol proporcional a ell com, per exemple, (2,—1,1). L’equacié buscada és

x+1 y—-3 =z-2
2 -1 1

T
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59. PAU 2013 - Juny - Série 5 - Exercici 3

3.- Donats els punts P =(1,—-1,2), Q = (2,0,1) i R=(3,2,-1),

(a) Trobeu I'equacié cartesiana (és a dir, de la forma Ax + By + Cz+ D = 0) del pla que
determinen.

x
(b) Trobeu un punt S pertanyent a la recta r : 5 = T = 3 de manera que el
tetraedre de vértexs P, (), R, S tingui volum 1/2.

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) L’equacio cartesiana del pla, Az + By + Cz + D, ha de ser satisfeta pels tres punts donats. Per
tant,

A-24+B-04+C-1+D =0

A-34B-2+C(-1)+D=0
La solucié d’aquest sistema d’equacions és A =0, B=—-D, C = —D. Fent D =1, 'equacié del pla
buscat ésy+2z—1=0.

A-1+B{—1)+C-2+DO}

Aquest apartat es pot resoldre d’altres maneres. Per exemple, trobant directament 'equacio fent

2—-1 3—-1 =z=-1
0+1 2+1 y+1
1-2 —-1-2 =z-2

=0 <= y+2-1=0.
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El punt S, per pertanyer a la recta r, és de la forma S = (5+2A,1 — A, 5 —3)). El volum del tetraedre
de vértexs P, @, R1.5 és

1 2 442X
1 3 2—-A
-1 —3 3-3A

v = < |det (PG PR, PS) | = |

= —|5 —4\|.
= 515- 4

Com que volem que V = 1/2, ens queda |5 — 4| = 3. Aix0 ens dona dues possibilitats:

e 5 —4X=13; e 5 —4X=-3.
17
272
Sa=(9,—1,—1). Com que solament es demana un punt, la soluci6 és qualsevol dels dos punts.

1
De la primera, A = 5 iel punt és 51 = (6, ) de la segona, A = 2 i el punt buscat és

Solucio 2

Sigui S = (x,y, z) el punt buscat. El volum dels tetraedre és

2 x-—1
1 1 1 1
V:E‘ciet(P@,Pﬁ,P§‘)‘:g| 13 ytlll=gly+z-1; V=g < p+z-1]=3.
-1 -3 z2-2

De I'expressioé continua de 'equacio de la recta se’'n treuen dues equacions; per exemple, x + 2y = 7,

3y —z= —2. Amb elles i la que ens proporciona el volum del tetraedre podem muntar dos sistemes,
y+z—1=3
r+2y="7
3y —z= -2

que té per solucio =6, y=1/2, 2=7/2,1i
y+z—-1=-3
T+2y=7T
3y—z=-2

amb la solucid x =9, y=—-1,z=—1.

Solucié 3

Ja que tenim l'equacié del pla determinat pels punts P, @ i R, podem buscar el volum del tetraedre

. - . .
amb la formula V = DTL , essent Ay Parea del triangle base i h l'altura del tetraedre.

Ay = LIP3 x PR| = (0,1,1)] = vz

2
ly+2—1] ly+2—1]
h=d(5m) = = .
(5,m) V02 1% 417 V2
Llavors,
Ay -1 1
V= bSL:E\y+z—1|.

A partir d’aqui se segueix com a la solucié 2. Evidentment, el procés es igualment correcte agafant

S=(5+2\1—)\05—3\).
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60. PAU 2013 - Juny - Série 5 - Exercici 5

5.- Considereu els punts A = (—1,2,4) i B = (3,0,—2).
(a) Trobeu I’equacié del pla format per tots els punts que equidisten de A i B.

(b) Donat un punt C = (x,y, z), dividim el segment AC en tres parts iguals, obtenint els
punts A, Ay, B i C. Trobeu el punt C.

[1 punt per cada apartat]
(a) Descriurem dues solucions.
Soluci6 1

Els punts X que equidisten de A i B compleixen que d(A, X) = d(B, X). Es a dir,

\/(:1:+1)2+(y—2)2+(z—4)2 = \/(:ﬂ—3)2+y2+(z+2)2.
Elevant al quadrat els dos membres de I'equacid, fent les operacions indicades i les simplificacions
adequades, arribem a 2z —y — 3z + 2 = 0, que és I'equacié del pla buscat.
Solucié 2
El pla buscat és el que passa pel punt mig del segment AB, amb vector caracteristic AB. El punt mig

A+ B
és M = = (1,1,1), i el vector és AB = (4, —2,—6). L’equacio del pla es pot escriure com

dz—1)—2(y—1)—6(z—1)=0; ésadir, 2x —y—32+2=0.

(b) Explicitarem tres solucions.
Solucio 1

Quan dividim un segment AC en tres parts iguals, obtenim dos nous punts A; i Ay de manera que

AA = A1 As = A C.

A D'enunciat ens diuen que Ao = B. Llavors,
AB=2.-A4, i AC =3 A44;.
1 1
D’aqui, Elﬁ = E @

1 1 1 1 1
2 2 2 3 3
1
Finalment, de que g(:}: +1Ly—2,2—4)=(2,-1,-3) se'n dedueix x =5, y = —11 2z = —5. El punt
buscat és C' = (5, —1, —5).
Solucié 2

L’equacid vectorial de la recta que passa pels punts A1 B és
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Es evident que per A = 1, tenim que X = B. Llavors, per A = 3/2 obtindrem el punt C,
3 3
C=A+ ?ﬁ = (-1.2,4) + (4,-2,-6) = (5,1, -5).

Solucié 3

Podem observar que A; és el punt mig del segment AB i que B és el punt mig del segment A;C.
Llavors,

A4+ B A+ C

Ay 5

=(1,1,1) i B

1
- (3707_2) - E(f—{‘l,y—"—l,Z—F])

2
Lasolucio ésx =5, y=—11i2z=—5.

61. PAU 2012 - Setembre - Série 4 - Exercici 5

La solucié d’aquest sistema és x = 1, y = 2, z = 0. Atenci6: és molt important que es vegi clar que
aquesta és la solucié de tot el sistema. Es a dir, agafant tres de les equacions n’hi ha prou per trobar
la solucid, perd cal comprovar que també es verifica 1'altra equacid.

Solucié 2b. Una vegada construit el sistema, es pot comprovar si és o no compatible (determinat)
calculant el rang de la matriu de coeficients 1 el de 'ampliada. Aixo exigeix treballar amb una matriu
d’ordre 4, que no entra en els requisits de les proves, perd que es pot utilitzar.

Solucié 3. Construim la matriu A = (v, v, 1@), essent v, el vector director de la recta r, v, el de s,
P un punt de la recta r i () un punt de la recta s. Per exemple,

2 1 -1
A=13 -1 2
5) 0 1

Les rectes es tallen si i sol si rang A < 3 (ja que no soén ni paralleles ni coincidents per tenir els seus
vectors directors no proporcionals). Calculem, dones, el determinant de la matriu A,

2 1 -1
detA=1[3 -1 21 =0.
5 0 1

Les rectes es tallen.

(b) Com que les rectes es tallen, la recta perpendicular que les talla passa pel seu punt de tall, que és
Pr=(—142X 14X 1—X)=(1,2,0). Si'apartat (a) s’ha fet de la segona o tercera forma, ara fara
falta calcular aquest punt d’interseccio.

El vector director de la recta buscada és

i jk
V=0, X U = |2 1 -1/=(,-7,-5).
3 -1 2

L’equacid continua de la recta buscada és
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62. PAU 2012 - Juny - Série 1 - Exercici 1

1.- Donats els plans m:3z +y — 224+ 15=0im:z+y+ 22 —-103 =0,
(a) Comproveu que sén perpendiculars.

(b) Calculeu I’equacié cartesiana (és a dir, de la forma Axr + By + Cz+ D =0) del pla que
és perpendicular a m i w2, passant pel punt P = (1,3,2).

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) Dos plans son perpendiculars si ho son els seus vectors normals. Aquests vectors normals son,
respectivament, v = (3,1, —2) i vo = (1, 1,2). Com que

vpovp=(3,1,-2)-(1,1,2) =3+1-4=0,

els plans s6n perpendiculars.

(b) Podem trobar el vector normal al pla buscat fent el producte vectorial dels vectors normals dels
plans 7y 1 7.

i gk
v3 =13 1 —2|=4i—8j+2k=(4-82).
11 2

L’equaci6 del pla @ amb vector normal v, = (A, B, '), passant pel punt P = (g, Yy, 20) €s
Az —z0) + By — yo) + C(z — 20) = 0.
En el nostre cas, ens queda
4r—1)—8(y—3)+2(z—2)=0, ésadir, 4o —8y+22+16=10

o, simplificat, 2z — 4y +2+8=0.

63. PAU 2012 - Juny - Série 1 - Exercici 6

Sr+y=1

. Estudieu-ne la posicié relativa segons el
20 —y+mz=1

6.- Siguin m:x —3y+2z=11ir: {

valor del parametre m .
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Solucio 1

Comencem buscant un vector normal o caracteristic, v, , del pla @ i un vector director, v, , de la recta

r.
ik

vy =(1,-3,2); v.=|3 1 0|=(m,—3m,—5).
2 -1 m

Comprovem si aquests dos vectors son perpendiculars (condicié perqué el pla i la recta siguin parallels
o perqueé la recta estigui continguda al pla) per algun valor del parametre.

(1,-3,2) - (m,—3m,—=5) =10m —-10=0=m = 1.

» Per m # 1, el pla i la recta es tallen.

= Quan m = 1, escollim qualsevol punt de la recta i mirem si compleix 'equacid del pla. Per
exemple, per x = 0 obtenim que y =11 —y+z=1;ésadir, y =11 2z = 2. Aquest punt és el
P =1(0,1,2). Llavors, com que x —3y+22 =0—3+4 =1, el punt és del pla i, per tant, r C 7.

Solucié 2

Estudiem el caracter del sistema format per I'equacié del pla i les dues equacions de la recta. Si el
sistema, és compatible determinat el pla i la recta es tallen; si és compatible indeterminat la recta esta
continguda al pla; si és incompatible, el pla i la recta sén paraliels.
El sistema és
r—3y+2z=1
3r+y=1
20 —y+mz=1

Busquem el determinant de la matriu del sistema,

1 -3 2
3 1 0|=10m-10,
2 -1 m

i trobem el valor del parametre perqué valgui zero.
10m —-10=0=m=1.

Ja podem assegurar que per a m # 1 el sistema és compatible determinat i, per tant, el pla i la recta
es tallen.

Per a m = 1, 'esglaonament de la matriu ampliada és

1o=3 2 | 1\ /1 =3 2 1\ /1 -3 2| 1
3 10 ] 1] %0 10 6] 2] (0 5 -3 | -1
2 1 1 | 1 0 5 -3 | -1 0 0 0] o0

Les operacions elementals realitzades han estat
(1) Fo —3F1; I3 —2F) .
(2) F2/2; 2F3 — F».

En aquest cas, el sistema és compatible indeterminat. La recta esta continguda al pla.
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64. PAU 2012 - Juny - Série 3 - Exercici 1
1.- Digueu per a quin valor del parametre m els plans
mr—y+mz=1, M ir—Yy+z=m, w3 omy+2z2=3,
tenen com a interseccié una recta.
[2 punts]
Solucié

Els tres plans es tallen en una tinica recta si i solament si el sistema

r—y+mz=1
r—Yy+z=m
my + 2z =3

és compatible indeterminat amb un grau de llibertat. Calculem el determinant de la matriu de coefi-
cients d’aquest sistema,

1 -1 m
1 =1 1|l=m%?—-m.
0 m 2

Aquest determinant val zerosim =00 m = 1.

Lestudi també es pot fer escalonant la matriu,

1 =1 m | 1 1 =1 m \ 1 1 -1 m | 1
1 -1 1 m|— ([0 0 1=m | m=1]— [0 m 2 | 3
0O m 2 | 3 0 m 2 \ 3 0 0 1-m | m-—1

i veient que hi pot haver problemes per a m = 0 (en aquest cas la matriu encara no esta escalonada) i
peram=1.

s Per a m = 0, 'escalonament de la matriu ampliada del sistema ens condueix a

1 -1 0 | 1 1 -1 0| 1 1 -1 0] 1
1 =11 | 0]~f(0 01 ] -1]~(0 01| -1
0 0 2 | 3 0 02 | 3 0 00 | 5

El sistema és incompatible i, per tant, els tres plans no tenen cap punt en comil. La seva interseccio
no és una recta.

= Per a m = 1, 'escalonament de la matriu ampliada del sistema és

1 -1 1 | 1 1 -1 1 | 1 1 -1 1 | 1
1 -1 1 | 1]~f(0 o007 o0o]~[0 123
0 1 2 | 3 0 1 2 | 3 0 00 | 0

Ara el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

En definitiva, els tres plans es tallen en una sola recta siisol si m = 1.
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65. PAU 2012 - Juny - Série 3 - Exercici 3

r+y+z=4uU

3.- Donants el pla m:x —y+2z—5=0 i la recta 7.:{2:17 gtz =10
(a) Calculeu el punt d’interseccié entre el pla i la recta.

(b) Trobeu I’equacié continua de la recta s continguda al pla 7, que és perpendicular a la
recta r i talla a la recta r.

[1 punt per apartat]
Solucio
(a) La forma que sembla més senzilla per a la resolucié d’aquest apartat és construir un sistema de
tres equacions amb tres incognites i1 resoldre’l. El sistema és
r—y+2z—5=0
r+y+2=0 ,
20 —y+2=10
que té per solucio el punt P = (4, -3, —1).
Hi ha altres formes de resolucid, tal com trobar les equacions paramétriques de la recta i substituir-les
al pla.

(b) El vector director de la recta s ha de ser perpendicular al director de r i al caracteristic de 7.
Comencem per calcular el vector director de la recta r,

i gk
vy=1 1 1[|=(2,1,-3).
2 -1 1

Una forma de trobar el director de s és efectuar el producte vectorial dels dos vectors, vy = (1,—1,2)

1Up.
7 7 k
v =11 —1 2=(1,7,3).
2 1 -3

Com que la recta s (que ha d’estar continguda a 7) ha de tallar a la recta r, el punt de tall és el mateix
que el de tall entre i m. Per tant, 'equacié continua de la recta s és

r—4 y+3 =z2+1

1 7 3
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66. PAU 2012 - Juny - Série 3 - Exercici 6

6.- Donats els punts P = (1,0,0), @ = (0,2,0), R = (0,0,3) i S = (1,2,3),

(a) Calculeu I’equacié cartesiana (és a dir, de la forma Ax + By + Cz+ D = 0) del pla que
conté els punts P, Q i R.

b) Comproveu si els quatre punts sén coplanaris (és a dir, si els quatre estan continguts
p q p P s q g
en un mateix pla).

[1 punt per apartat]
Solucid
(a) Hi ha diferents formes de trobar 'equacio del pla que conté els punts P, QQ i R. Aqui se’'n presenten

tres.

= Buscant els vectors Pij i Pﬁ. Aquests vectors son generadors del pla. El seu producte vectorial
és un vector caracteristic o normal del pla buscat,

i ok
POxPR=|-1 2 0|=(63,2).
10 3

Amb aixo, el pla és de la forma 6x + 3y + 22 + D = 0. Imposant que passi per P (o per @Q o per
R) s’obté que D = —6. En definitiva, m:6x + 3y + 2z —6=0.

» Plantejant 'equacié Az + By + Cz+ D = 0 i imposant que la compleixin els tres punts, s’arriba
a un sistema d’equacions lineal,

A+D=0
2B+D =0
3C+D=0

que ens portaa A=—-D, B=—-D/21C =-D/3.Sifem D= —6, ens queda A =6, B=31
C' = 2. L'equaci6 buscada és 6x + 3y + 22z — 6 =0.

» Agafant els vectors I@ =(-1,2,0) 1 P—I% = (—1,0,3) com a generadors del pla (es poden agafar
qualssevol altres vectors formats pels punts P, ), R, sempre que no es considerin un vector i el
seu oposat). Llavors, 'equacio del pla és

r—1 y—0 2z-0
-1 2 0 |=0 <= 6(z—1)+224+3y=0.
-1 0 3

La matriu de la qual es calcula el determinant pot ser, evidentment, la transposada de la que
s’ha utilitzat aqui; igualment, el punt que es resta a (z,y, z) pot ser qualsevol dels tres donats.

(b) Els quatre punts sén coplanaris si el punt S pertany al pla que acabem de trobar. Per tant, cal que
el punt (1,2, 3) compleixi I'equaci6 del pla. Pero, com que

6-14+3-242-3-6#£0

podem assegurar que els quatre punts no sén coplanaris.

Aquest apartat també es pot fer, per exemple, calculant el volum del tetraedre amb vértexs als quatre
punts. Si déna zero, sén coplanaris; si no déna zero, no ho sén

-1
V = <] det(PQ, PR, P8)| = o || -1 |=2#0.
0

N OB
w w o

No so6n coplanaris
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67. PAU 2011 - Setembre - Série 2 - Exercici 2

2r —y+3x =2
r+z2z+1=0
Az + By+ Cz+ D =0) del pla perpendicular a la recta que passa pel punt P = (1,0,—1).

2.- Donada la recta }, calculeu I’equacié general (és a dir, de la forma

[2 punts]
Solucio

Perqué el pla buscat i la recta donada siguin perpendiculars, el vector normal del pla i el director de
la recta han de ser paral-lels; el més senzill és agafar-los iguals. Busquem, doncs, el vector director de
la recta,

1 7k
v=12 =1 3|=—i+j+k=(-1,1,1).
1 0 1

L’equaci6 del pla @ amb vector normal v, = (A, B, '), passant pel punt P = (g, Yy, 20) €s

En el nostre cas, ens queda

(~1)(z—1)+1(y—0)+1(z+1)=0, ésadr, —z+y+2+2=0.
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68. PAU 2011 - Setembre - Série 2 - Exercici 5

r—1 y+2
5.- Considereu la recta r : IT = % =z—aielplan:2x4+y—5z=>5.
(a) Estudieu la posicié relativa de la recta r i el pla = en funcié del parametre a.
(b) Quan a = 3, trobeu la distancia de la recta r al pla 7.
[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) El vector director de la recta és v, = (3,—1,1); el punt P = (1, —2,a) pertany a la recta r. Per
altra banda, el vector normal del pla 7 és v, = (2,1, —5). Comprovem si v, 1 vy s6n o no ortogonals,

vpvp = (3,—=1,1) - (2,1,=5) =3-24 (=1)- 1+ 1-(=5)=0.

Efectivament, ho sén. Per tant, la recta és paral-lela al pla o la recta esta continguda en el pla. Per
acabar-ho de decidir, mirem si el punt P pertany o no al pla.

Penr < 2.-1+(-2)—-ba=5 < a=-1.

En definitiva,

» Sia= —1, la recta estd continguda al pla.

» Sia# —1, larectai el pla son paral-lels.
(b) Per trobar la distancia entre una recta i un pla paral-lels, n’hi ha prou en calcular la distancia d’un
punt qualsevol de la recta al pla. Aixi,

- 2 14(-2)-5-3-5 _ 20
d(r,m) =d(P,7) = Nezrava e R
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69. PAU 2011 - Juny - Série 1 - Exercici 1
2L — Y+ oz =4
r+z2+1=0

(a) Trobeu-ne un vector director.

1.- Donada la recta r: {

(b) Calculeu I'equacié continua de la recta que és paral-lela a r i que passa pel punt
P=(1,0,-1).

1 punt per cada apartat
P I I
Solucio

(a) El vector director de la recta r es pot trobar de diferents maneres. Potser la més senzilla és efectuar
el producte vectorial dels vectors normals dels plans que la defineixen. Es a dir, si

ik
vr=12 -1 3|=—i+j+k=(-1,1,1),
1 0 1

v, és vector director de la recta r.

Altres formes de buscar el vector director:

» Resolent el sistema de dues equacions amb tres incognites que defineix la recta, arribem, per
exemple, a que y = —5 —x i z = —1 — x. Aixd ens porta a les equacions paramétriques de la
recta,

r=A; y=-5—X; z=-1-A\.
Aixi, el vector director és v, = (1,—1,—1), els coeficients del parametre \.

» Les igualtats y = —5 —x 1 2z = —1 — x es poden transformar en x = -1 — 2 = —5 — gy, d'on
I'equacié continua de r és

r—0 _ y+5 =z+1
-1 =1
El vector director és v, = (1,—1,—1).

= El vector director de r ha de ser ortogonal als vectors normals dels plans que determinen la
recta. Busquem, doncs, (a,b,¢) tal que (a,b,c)-(2,—1,3) = 01 (a,b,c) - (1,0,1) = 0. D’aqui,
20 —b+3c=01a+ c= 0. La solucié d’aquest sistema és, per exemple, b = —a, ¢ = —a. Per
tant, el vector director buscat és de la forma v, = (a, —a, —a). Qualsevol valor no nul de a ens
déna un vector director.
x—1 y—-0 =z+4+1

(b) L’equacié continua de la recta buscada és - = 1 =1
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70. PAU 2011 - Juny - Série 1 - Exercici 5

Y — 1— T 1
5.- Sl'guinrl::ﬂ—2:y23: 22 i'rg:r;3:y+1:2+ .

(a) Comproveu que r i ry sén perpendiculars.

(b) Comproveu que es tallen mitjancant la determinacié del punt de tall.

[1 punt per cada apartat]

Solucid

(a) Posem I'equaci6 de la recta r1 en forma continua (la recta ro ja esta donada en aquesta forma):

=2 y—3 =z-1
T T T T

Els vectors directors respectius som v; = (1,2, —-2) i v = (2,1,2). Com que el seu producte escalar és
(1,2,-2)-(2,1,2) =2+2—-4=0,
podem assegurar que els vectors son ortogonals i, per tant, les rectes r1 i ro s6n perpendiculars.

(b) Les equacions de les rectes donen lloc a un sistema de quatre equacions lineals amb tres incognites,

20 — y =1

y +z= 4
x — 2y =-1
T —z=-2

De la primera equacio, y = 2x — 1; substituint aquest valor a les altres tres equacions obtenim

20 + 2= 5
—3x = -3
r —z=-2

La segona equacié d’aquest sistema reduit ens porta a qué x = 1. Llavors, les altres dues equacions
son equivalents, amb solucio z = 3. Aixi, les rectes es tallen i el punt de tall és el (1,1,3).

També es pot comprovar que les rectes es tallen trobant el rang de les matrius (v, vg) i (v v I@)
on P =1(2,3,1) és un punt de la recta r1 i Q = (=3, —1,—1) és un punt de la recta ra. Per tal que es
tallin, cal que el rang de les dues matrius sigui 2. Aquest métode no és el que es demana a 'enunciat
i, a més a més, no ens dbéna el punt de tall, que encara hauriem de calcular.
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71. PAU 2011 - Juny - Série 4 - Exercici 2

2.- Donat el pla m:2x +y — 2z = 5:

(a) Calculeu I'equacié del pla paral-lel al pla m que passa pel punt P = (1,0,—1).
(b) Determineu també la distancia entre el punt P i el pla .

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) Hi ha dues maneres de trobar el pla demanat. La primera consisteix en escriure la forma general
dels plans paral-lels a 7w, 7': 20 +y — 2+ D = 0, i trobar el valor del parametre D perqué passi pel punt
P

?

Per < 2:140—(-1)+ D=0 < D=-3.
El pla buscat és 22 +y—2—3=0.
La segona forma consisteix en utilitzar la formula del pla que passa per un punt amb un vector normal

conegut.
2 -1+ (y—0)—(z4+41)=0 < 2z4+y—2—-3=0.

(b) La distancia d'un punt P = (zg, yg, 20) a un pla m: Az + By + Cz + D = 0 es pot calcular per la

formula
_ |Axg + Byog + Czo + D]

d(P, ) ‘ ‘
VA% 4+ B2 4 (2
En el nostre cas,
d(P, ) = 2-14+0—(-1) -5 _ i

V22 4+ 124 (-1)2 V6

72. PAU 2011 - Juny - Série 4 - Exercici 5

5.- Trobeu I’equacié general (o sigui de la forma Ax + By + Cz + D = 0) dels plans que

contenen la recta r : {g i ? i formen un angle de 45° amb el pla z = (.
[2 punts]
Soluci6 1

Qualsevol punt de la forma P = (a,2,1) pertany a la recta r. Per simplicitat, agafarem P = (0,2,1).

ik
El vector director de la recta és |0 1 0| = (1,0,0). El vector normal del pla z =0 és v, = (0,0,1).
0 0 1

Si el pla buscat és 7' : Az + By + Cz+ D = 0, tenim que el seu vector normal és vy = (A, B, C).
Com que conté la recta r, sabem que v, és perpendicular a v,; per formar 45° amb el pla z = 0 cal
que cos(vyr, v.) = v/2/2. Es a dir,
(I 0,B,C)-(0,0,1 C 2
vp v = (AB,C)-(L0,0)=A=0; v | ) 0.0.1) _ _2
[[omr ||+ vz | VBZ+(C?1 VBT (C? 2

La solucio és A = 0, B> = O? ( += (C = B o C = —B). Podem posar, sense perdre generalitat,
B = 1. Aixi, tenim dos plans que compleixen les condicions, y + z = Dy i y — z = Dy. Fent que passin
pel punt P (condicié perqué continguin la recta r), ens queda

y+z=3, y—z=1.

Solucio 2

La qiiestio es pot resoldre també utilitzant 'equacié del feix de plans que passa per la recta r,
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El vector director d'un pla qualsevol d’aquest feix és vy = (0,1, A). Llavors, s’ha de complir que

(0,1, -(0,0,1) 2

ViEAZo1 oo 2

Aquesta equacié ens porta a que A = 1. Llavors, els plans buscats son:

s PerA=1,(y—2)+(z—1)=0;ésadir,y+2=3.

m Per A=—1,(y—2)—(z—1)=0; per tant, y —z = 1.

73. PAU 2010 - Setembre - Série 2 - Exercici 2
ar —y =12

2.- Donats el pla7:5x+y+3z=41ilarectar: {Zy 4y 3

en funcié del parametre a.

[2 punts]

Solucio

, estudieu-ne la posicié relativa

Un pla i una recta a 'espai R? poden ser paral-lels, es poden tallar o la recta pot estar continguda al
pla. Per comencar a esbrinar-ho en el nostre cas, busquem el vector normal del pla, al que anomenarem

vg, 1 el director de la recta, v,.

ik
vy =(5,1,3); wv,=|a -1 0|=(-1,—a,2a).
0 2 1

La recta i el pla es tallen si v, 1 v, no séon perpendiculars, és a dir, si v, - v, # 0.

ve v = (5,1,3) - (-1,—a,2a) = -5 —a+6a=5a—-5#0 < a#1.

També podrien comprovar si el vector director de la recta és o no combinacid lineal dels vectors

generadors del pla. Per trobar aquests vectors podem fer

=\
Sr4+y+dz=4 <= y=4-5r -3z {y4—5)\—3,u
Z=Uu
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Podem agafar vy = (1, —-5,0) i vo = (0, —3,1). Llavors,
(—=1,—a,2a) = a(1,-5,0) + 5(0,-3,1) <= a=-1, —-ba—-38=-a [B=2a=a=1.

D’una manera o una altra, per a # 1 la recta i el pla es tallen.

Quan a = 1 encara tenim dues possibilitats: paral-lels o la recta continguda al pla. Per acabar
d’estudiar-ho, busquem un punt de la recta; per exemple, fent y = 0 queda z = 21 z = —3, aconseguint
el punt P = (2,0, —3). Mirem si aquest punt pertany o no al pla ,

5.-240+3-(-3)=1#4.
O sigui, P ¢ 7. Per a a = 1, la recta i el pla son paral-lels.

Una forma diferent de resoldre el problema és estudiar el caracter del sistema d’equacions lineals

or + y +3z= 4
ar — iy = 2
2y+ z = -3

Comprovem quin és el rang de la matriu del sistema, A, calculant el seu determinant (que existeix per
ser una matriu quadrada).

H 1 3
a -1 0/=-54+0+6a—(0+0+a)=5a—5.
0 2 1

Si ba — 5 # 0 (és a dir, si @ # 1) tenim que rang A = rang (A|b) = 3, on (A|b) representa la matriu
ampliada del sistema. El sistema és compatible determinat. D’aqui, el pla i la recta es tallen.

Sia =1, calculem el rang de les dues matrius alhora,

5 1 3 | 4 1 -1 0| 2 1 -1 0 | 2 1 -1 0| 2
1 -1 0| 2|~l0 6 3] =6|~(0 21| =2|~(0 21 | —2].
0 2 1 | -3 0o 2 1 | -3 0 21 | -3 0 00 | —1

Llavors, rang A = 2 i rang (A|b) = 3. El sistema és incompatible i, per tant, la recta i el pla sén
paral-lels.
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74. PAU 2010 - Setembre - Série 2 - Exercici 6

r+4 y—-1
6.- Considereu la recta r : % = y—l =z—1.

(a) Trobeu els dos punts, A i B, de la recta r que estan situats a una distancia d = /6 del
punt P=(—1,1,2).

(b) Trobeu I’area del triangle de vértexs A, B i P.
[1 punt per apartat]
Solucié

(a) Els punts de la recta r son de la forma Q = (z,y,z) = (—4 — 2t,1 — t,1 + t). La distancia d'un
d’ells al punt P és

d(Q.P) = \J[-1 = (4 =202 + [1— (L= )2 + [2— (1 + 0)]> = VIO + 10 + 62

Se'ns demana que d(Q, P) = /6. Per tant, I'equacié a resoldre és 10 + 10t + 6t = 6, que té per
solucions t = —1 1t = —2/3. El punts buscats son A = (—=2,2,0) 1 B = (—8/3,5/3,1/3).

(b) L’area del triangle amb vertex A, B i P es pot trobar utilitzant la formula
1 1
S =5 IPAxPB| = |(A-P)x (B-P).

Com que A — P = (-2,2,0) — (-1,1,2) = (-1,1,-2) i B— P = (-8/3,5/3,1/3) — (-1,1,2) =
(—5/3,2/3,—5/3), tenim que

i J k
(A—P)x (B-P) -1 1 -2 | =(-1/3,5/3,1).
-5/3 2/3 —5/3
En definitiva,

35
6

5_ %“(_1/3,5/3, D =

Aquest apartat també es pot resoldre trobant la distancia entre els punts A i B (que sera la base del
triangle) 1 la distancia del punt P a la recta r (que sera l'altura):

j r =
dAB) = Y0 qpey = 1Bl 35
3 [[or]| 6

1 V6 /35 /35

essent R = (—4,1,1) un punt de la recta r. Llavors, S = 3 3 5

Encara hi ha una altra forma de resolucié: la formula de Hero,

S =+/m(m—a)(m-—>b)(m-—c),

on m és el semiperimetre del triangle i a, b i ¢ les longituds dels costats. En el nostre cas,

V6
AP rdB.P) rdaB)  Vi+VET o

2 2 6

[ 2

Per tant,

6 6 6 3 6
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75. PAU 2010 - Juny - Série 1 - Exercici 1

1.- Trobeu I’equacié general (és a dir, de la forma Ax+ By + Cz+ D = 0) del pla que conté

xz—1 .. - [r=y—2=0
la recta rl.T—y—Q—ziespalal-]e]alarecta Tz'{,r—2y+z0'
[2 punts]
Solucio

Anomenem 7 al pla que ens demanen. Cal trobar un vector director per cada una de les rectes; aquests
vectors som els generadors de 7. Busquem l'equacié continua de la recta ry,

r—1 'y z-12
2 1 -1
per tenir el vector director v; = (2,1, —1). A més a més, tenim que P = (1,0, 2) € ry i, per tant, també

Pco.

El vector director de ro és

i 7 k
vo=|1 -1 —-1|{=(-3,-2,-1).
1 -2 1
L’equacio de 7 és
2 -3 -1
1 -2 y—-0|=0,
-1 -1 z-2

ésadr, 3z —dy+z—-5=0.
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76. PAU 2010 - Juny - Série 1 - Exercici 4

T 1 —1 —2 T 1 -
4.- Donades les rectes r : r+5 .y _Z i ry: 2r+y+2:45=0 :
3 2 —4 20 —y+z+11=0

(a) Comproveu que sén paral-leles.

(b) Trobeu I’equacié general (és a dir, de la forma Ax+ By + Cz+ D = 0) del pla que les
conté.

1 punt per cada apartat
P I I
Solucio

(a) El vector director de la primera recta és vy = (3,2, —4) i el de la segona,

i ik
ve=12 1 2|=(3,2,-4).
2 -1 1

Com que els vectors directors son, evidentment, proporcionals, les rectes son paral-leles o coincidents.
Per descartar aquesta segona possibilitat, cal comprovar simplement que un punt d’una d’elles no
pertany a l'altra. En efecte, el punt (—5,1,2), que és un punt de r1, no compleix la segona equacié que
defineix la recta r2 (la primera si que la compleix!) i, per tant, no pertany a rs.

(b) Podem trobar un tnic pla que conté dues rectes si aquestes es tallen o si son paral-leles no coin-
cidents. Estem en el segon cas, i el pla que les conté tindra per vectors generadors un director de les
rectes i un vector que comenci en un punt de r i acabi en un de ro. Agafarem P = (—5,1,2) € 7.
Per trobar el punt @@ pertanyent a r5, donem un valor qualsevol a alguna de les variables x, y 0 2. Per
exemple, si fem z = 0, ens queda el sistema

20 +y+5=0
2e—y+11=0"

que té per solucio © = —4, y = 3. Agafem @ = (—4,3,0) € ry. L’equaci6 del pla buscat és

3 1 x+5

2 2 y-l|l=0=4dr+2y+424+10=0=22+y+224+5=0.

-4 -2 z-2
NoTA 1: una altra manera de resoldre aquest apartat és utilitzant el feix de plans que determina la
recta r9; la forma d’aquest feix és 2x +y+ 22+ 5+ N2z —y+ 2+ 11) = 0, és a dir,

24+2N)z+(1-Ny+(2+N)z+(5+11N) =0

Imposant que aquest pla passi pel punt P = (=5,1,2), ens sortira que A = 0, per la qual cosa el pla
buscat és 2z +y+2x+5=0.

NoTaA 2: la qiiestio6 es pot resoldre molt més senzillament i rapida; en efecte, com que el punt P pertany
al primer pla que defineix la recta 79, ja podem assegurar que aquest pla, 20 +y + 22 + 5 = 0, conté
les dues rectes.
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77. PAU 2010 - Juny - Série 4 - Exercici 1

1.- Donats el plaw:x+2y+32z—4=01els punts P=(3,1,-2),Q =(0,1,2):
(a) Calculeu I'equacié continua de la recta perpendicular al pla 7 que passa pel punt P.

(b) Calculeu I’'equacié general (és a dir, de la forma Ax + By + Cz+ D = 0) del pla perpen-
dicular a m que passa pels punts P i ().

[1 punt per cada apartat]

Solucié

(a) Qualsevol recta perpendicular al pla = admet, com a vector director, el vector normal al pla. Si
anomenem 7 a la recta buscada, el seu vector director pot ser v, = (1,2, 3). Com que ha de passar pel
punt P = (3,1, —2), la seva equaci6 continua és

r—3 y—1 z+2

1 2 3

(b) Els vectors v;, normal al pla 7, i @ =P —Q = (3,0,—4) generen el pla buscat. A més a més,
aquest pla ha de passar pel punt P (o pel punt Q). Per tant, la seva equaci6 general és

1 3 z-3
2 0 y—-1|=0<+«= —8r+13y—62—-1=0.
3 -4 z+2
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78. PAU 2010 - Juny - Série 4 - Exercici 6

6.- Siguin i, = (—1,3,2), i = (2,—1,4) i i3 = (a + 1,a — 1,4a + 2), tres vectors de I'espai
vectorial R,

(a) Trobeu el valor del parametre a per al qual i és combinacié lineal dels vectors ) i
'L_f:2.

(b) Comproveu que per a a =0 el conjunt {u,, U2, i3} és linealment independent.

[1 punt per apartat]

Solucio

(a) Quan un vector és combinacio lineal dels altres dos, el determinant format per ells és nul.

-1 2 a-—1
3 -1 a—-1{=2a—4; 20—4=0 <+ a=2.
2 4 da+ 2

O sigui, el vector i3 és combinacio lineal dels vectors i1 1 2 siisol sia = 2.

També es pot fer plantejant 'equacié xiiy + yils = il3; és a dir
I P ] q Yy 33 )

—r+2y=a+1 —r+2y—a=1
x(—1,3,2) +y(2,-1,4) =(a+1l,a—1,4a+2) < 3r—y=a—1 — 3r—y—a=-1
20+ 4y =4a + 2 2r +4dy —4da=2

Aquest sistema es pot considerar com un sistema de tres equacions amb tres incognites (x, y i a). El
resolem pel métode de Gauss,

-1 2 -1 | 1 ~1 2 -1 | 1 ~1 2 -1 | 1
3 -1 -1 | -1~ 05 =4 | 2]~ 05 -4 | 2
2 4 -4 | 2 08 —6 | 4 00 -2 | —4

D’aqui, a = 2 (també z = 11 y = 2, perd no ens interessa).

(b) El conjunt {i, @2, @3} ¢s linealment independent si i sol si el determinant format pels tres vectors

és no nul:

-1 2 1
3 -1 —1|=-4+#0.
2 4 2

També es pot raonar que el determinant dels tres vectors val 2a — 4, que per a = 0 és no nul.

Evidentment, també es pot comprovar que el conjunt és linealment independent igualant una combi-
nacio dels tres vectors al vector nul 1 arribant a qué els coeficients han de ser nuls.
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79. PAU 2010 - Juny - Série 5 - Exercici 2

) r—5 y—3 3
2.- Donats el punt P = (1,0,—2) i la recta r : ! 5 g 5 = Z+3 :

(a) Trobeu I’equacié continua de la recta que passa pel punt P i talla perpendicularment
la recta r.

(b) Calculeu la distancia del punt P a la recta r.
[1,5 punts per apartat a; 0,5 punts per Papartat b
Solucio

(a) La recta que passa pel punt P = (1,0, —2) i que talla perpendicularment la recta r ha d’estar dins
del pla m que passa per P i és perpendicular a r.

Aquest pla tindra el seu vector normal proporcional al vector director de la recta. Per més senzillesa,
agafarem el mateix. Aixi, si v, és el vector normal al pla 7 i v, és el director de la recta r, tenim
v = v = (2,2,-3).

L’equaci6 del pla amb vector normal v, = (A, B, C') passant per un punt (o, yo, 20) €s
A(z —x0) + By —yo) + C(z — 2z0) = 0.

En el nostre cas, m: 2(x — 1) +2(y —0) = 3(2 4+ 2) = 0; és a dir, 7 : 22 4+ 2y — 32 — 8 = 0.

Busquem ara el punt d’interseccié entre el pla 7 1 la recta r. Podem, per exemple, trobar les equacions
paramétriques de la recta i substituir-les en ’'equacid del pla.

x=5H4+2A
y =3+ 2\ : 2(5420)+2(3420) —3(-3-3\)—-8=0=A=-1.
z=—-3—3A
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Aixi, el punt de tall és @ = (3,1,0). La recta buscada passa per P = (1,0,—2) i té com a vector
director @ = (2,1,2). L’equaci6 continua de la recta buscada és

r—1 'y z2+2

2 1 2

(b) Utilitzant el punt @ de Papartat anterior, el calcul de la distancia entre el punt P i la recta r es
pot fer trobant la distancia entre els punts P i @),

d(P,r) = d(P,Q)=/(3-1)2+ (1 - 02+ (0 +22=3.

Aquest apartat també es pot resoldre independentment de 'anterior mitjancant la férmula

_|PR x|

”'U?“H

d(P,r)

on R és qualsevol punt de la recta r; per exemple, podem agafar R = (5, 3, —3); llavors, PR = (4,3,-1)
i el producte vectorial és

i j ok
Phxv, =4 3 —1|=(-710,2).
2 2 -3

Aixd,

7102 - V1SS - s o

WP =Gz ) ~ Vit

80. PAU 2010 - Juny - Série 5 - Exercici 5

5.- Siguin r i s dues rectes d’equacions

ro(zy, z) = (—4,3,4) +t(2,-1,1) , sirt+l=2"2=

(a) Trobeu el valor del parametre a perqué aquestes rectes es tallin.

(b) En el cas en qué es tallen, trobeu ’equacié general (és a dir, de la forma Ax + By +
Cz+ D =0) del pla que les conté.

[1,5 punts per apartat a; 0,5 punts per Papartat b
Solucié

(a) Els vectors directors respectius de les rectes som v, = (2,—1,1) i v = (1,—1,3). Com que no
son proporcionals, les dues rectes es creuen o es tallen. Aixi doncs, busquem el valor del parametre a
perqué es tallin. Hi ha varies maneres de trobar aquest valor. Entre elles, per exemple, podem utilitzar
les equacions parameétriques de la recta r per substituir el valor de x, y i z a la recta s.

(z,y,2) = (—4,3,4)+t(2,-1,1) < xz=-4+2t, y=3—t, z2=4+1¢.

Llavors, utilitzant la primera igualtat de s,

100



El punt de tall, si existeix, és P = (0, 1,6). Agafant ara la segona de les igualtats que defineix s,

1-2 6-a .
1 - 3 a = .

Per tant,

» Sia# 3 les rectes es creuen.

= Sia =3 les rectes es tallen.

Naturalment, aquest apartat es pot resoldre utilitzant el métode genéric per trobar la posicié relativa
de dues rectes a l'espai. Aixi, cal trobar el rang de la matriu que té per columnes (o per files) els
vectors PQ, v, 1 v, 1 el rang de la matriu formada pels dos altims vectors. Siguin P = (—4,3,4) i
Q@ = (—1,2,a). Llavors, les matrius sobre les que hem de treballar son

3 2 1 2 1
A= -1 -1 -1 i B=1-1 -1
a—4 1 3 1 3

Perqué les dues rectes es tallin, cal que rang A = rang B = 2. Com que és evident que rang B = 2,
solament cal imposar que det A = 0.

3 2 1
-1 -1 —-1}|=3—-a.
a—4 1 3
O sigui, les rectes es tallen si i sol si a = 3.

(b) Per a a = 3 els vectors v, 1 vs generen el pla que, si passa pel punt (—4,3,4) (i també per (0,1,6),
per exemple), conté les dues rectes. L'equacioé general del pla és

2 1 x+4+4
-1 -1 y—-3|=0<+= —20-5y—2+11=0.
1 3 z—4

81. PAU 2009 - Setembre - Série 1 - Exercici 2
2.- Considereu en I’espai R3 les rectes r i s, les equacions respectives de les quals son:

ri(xy, z) =(4,1,0)+ A(m,1,1), s: {I +t2y+mz=0

r+y+z=1

en qué m és un parametre real. Estudieu si hi ha cap valor d’aquest parametre per al qual
les rectes siguin perpendiculars i es tallin.

[2 punts|

Solucié

Dues rectes son perpendiculars si ho sén els seus vectors directors. Busquem, per tant, els vectors
directors de les rectes.

Es clar que com a vector director de la recta r podem agafar v, = (m, 1, 1).

El vector director de la recta s es pot trobar de diferents maneres; entre elles:
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(a) Efectuant el producte vectorial dels vectors caracteristics dels plans que la determinen,

i jok
vs=|1 2 m|=(2-m,m-—1,-1).
1 1 1

(b) Buscant un vector (a, b, ¢) tal que sigui perpendicular als vectors caracteristics dels plans que la
determinen,

{ {a,b, (j) . (1, Q,Tn) =0 {(L +2b+me=0 — q = (,m - 2)(:, b= {1 — ’UL)C-

(a,b,e¢)- (1,1,1) =0 a+b+c=0
Fent ¢ = 1 (qualsevol altre valor no nul també serveix), tenim que vy = (m — 2,1 — m, 1).

(¢) Trobant les equacions paramétriques de la recta s. Per exemple, de la segona equacioé que la
defineix podem deduir que x = 1 — y — z. Portant aquest valor a la primera, fent els calculs
adequats i aillant la variable y, ens queda y = (1 — m)z — 1. Amb aixo, x = 2 — (2 — m)z. Les
equacions paramétriques obtingudes per aquest cami son

= 2—(2—m)\
y=—14(1—-m)A
z = A

El vector director (coeficients del parametre \) és llavors vy = (m — 2,1 —m, 1).

Aixi, aquestes dues rectes son perpendiculars si i sol si (m,1,1) - (m — 2,1 —m,1) = 0; d’aqui,
(m,1,1)-(m=2,1—-m,1)=0=m?-3m+2=0=m=10om=2.

Comprovem ara si les rectes es tallen per algun d’aquests dos valors.

= Quan m = 1, les equacions paramétriques de la recta r som @ = 44X, y = 1+ A, z = A. Substituint
aquests valors a les equacions que determinen la recta s, tenim (4 + A) +2(1 + A) + A =01
(44 A)+(1+X)+ A = 0. La primera igualtat es compleix per A = —3/2 i la segona per A = —4/3.
Aixo vol dir que, en aquest cas, les rectes no es tallen.

» Per m = 2 obtenim, seguint el mateix procediment, les equacions (4 +2A) +2(1 4+ A) +2A =01
(4+X)+(14+A) +A=1, que tenen A = —1 com a solucié comd.

Per tant, I'inic valor del parametre m per al qual les rectes s6n perpendiculars i es tallen és m = 2.

Naturalment, hi ha altres formes d'imposar la segona condicié (que les rectes es tallin). Per exemple,
buscant el vector }@, on P és un punt de la recta r i ¢) un punt de la recta s, i imposant que
rang (I@ Up, V) < 3. Aixd déna que m = 2.

De fet, és possible comencar la resolucié imposant la condicié de qué les rectes es tallin i comprovar
després directament que pel valor obtingut, m = 2, les rectes sén perpendiculars.
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82. PAU 2009 - Setembre - Série 1 - Exercici 4

4.- Donats els vectors v; = (a+ 1,2a,1), vs = (=2, a,2a), v3 = (a, —2,4a — 2) de R?:
a) Calculeu I’angle que formen v, i v2 quan a = 0.

b) Trobeu el valor del parametre a perqué els vectors vy, vy i v3 siguin perpendiculars dos
a dos.

1 punt per cada apartat
P I I
Solucioé

a) Sigui o 'angle format pels vectors vy i ve. Llavors,

V1 - 02 (1,0,1) - (—2,0,0) -2 V2

loall floall — VIZ+02+12 (22 + 02+ 02 2v2 2

D’aqui, o = 135° = 37 /4 rad.

cos v =

b) Cal que es compleixi que vy -va =0, v1 -v3 =01 vz -v3 = 0.

vy -ve = (a+1,2a,1) - (=2,a,2a) =2(a®> —1) =0 = a = £1
vy -vz=(a+1,2a,1) (a,~2,4a —2)=a’+a—-2=0=a=1, a =2

vy vy = (—2,a,2a) - (a,—2,4a—2) =8(a’* —a) =0=a=1, a=0

Solament per a = 1 es compleixen les tres igualtats alhora.

83. PAU 2009 - Juny - Série 3 - Exercici 4

4.- Donats el pla7:x+2y—2=01el punt P=(3,2,1):
a) Calculeu I'’equacié continua de la recta r que passa per P i és perpendicular a .
b) Calculeu el punt simétric del punt P respecte del pla 7.

[1 punt per cada apartat]

Solucio

a) Els coeficients de I'equacid del pla ens proporcionen el seu vector caracteristic, que ens pot servir
com a vector director de la recta buscada. Per tant, 'equacioé d’aquesta recta és

r—3 y—2 z-1

T T T ]
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b) El punt de tall entre r i 7 és el punt mig entre el punt P i el seu simétric respecte del pla 7.

Busquem aquest punt, al qual anomenarem M.

(L, y,2) EF <> E=84+A =242\, 2=1—A
(r,y,2) €m <= x4+2y—2=0

Llavors, (3+A)+2(24+2)\)—(1-A) =0 < 6A+6=0 < A= —1.Elpuntdetall &s M = (2,0,2).

Si anomenem S = (z4, ys, 25) al punt simétric, tenim

PM=MS < (2,0,2) — (3,2,1) = (@5, Ys, 25) — (2,0,2) = z,=1, y, = -2, 2, = 3

El punt simétric és S = (1, -2, 3).

84. PAU 2009 - Juny - Série 3 - Exercici 6

6.- Siguin P = (3 —2a,b,—4), Q = (a— 1,2+ b,0) i R = (3,—2,—2) tres punts de I'espai R®>.
a) Calculeu el valor dels pariametres a i b per als quals aquests tres punts estiguin alineats.
b) Calculeu I'equacié continua de la recta que els conté quan estan alineats.

¢) Quan b= 0, trobeu les valors del parametre a perqué la distancia entre els punts P i ()
sigui la mateixa que la distancia entre els punts P i R.

d) Si b = 0, calculeu el valor del parametre a perqué els punts P, () i R determinin un
triangle equilater.

[1 punt per cada apartat]

Solucioé

a) Els punts P, @ i R estan alineats si i sol si P‘Q) =k- P_R), és a dir, si i sol si
(3a —4,2,4) = k(2a,—2 — b,2)

D’aqui, cal que 3a —4 = 2ka, 2 = k(—2—b) i 4 = 2k. De I'tiltima equacio se'n treu que k = 2 i, llavors,
a=—-41b=-3.

b) Per a = —4 i b= —3, els punts séon P = (11, -3, —-4), Q@ = (-5,—-1,0) i R = (3, -2, —2). La recta
que passa per P 1 @ (i, per tant, també per R) té per equacié continua
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¢) Quan b =0 els punts son P = (3 — 2a,0,—4), Q@ = (e — 1,2,0) i R = (3,—2,—2). Llavors,

d(P,Q)=+/l(a—1) = (3-20)? +(2-02+ (0+4)? = /(3a - 4)>+ 20,

d(P.R)=1/[3 (3 2a))2 + (-2 0)2+ (-2 + 4)2 = Ve + 8.
La igualtat entre aquestes dues distancies es produeix quan (3a — 4)% + 20 = 4a® + 8, és a dir, quan
a=14/50a=2.
d) Perqué el triangle sigui equilater ha de passar que d(P, Q) = d(P, R) = d(Q, R). La primera igualtat

és la que s’ha estudiat en l'apartat anterior. Imposem ara que d(P, Q) = d(Q, R):

d(P,Q) =d(Q,R) <= 9a® —24a+36 =0a® —8a+36 <= 8> —16a=0 <= a=00a=2.

Evidentment també podem imposar que d(P, R) = d(Q, R). En aquest cas queda a =2 0 a = —14/3.

Sigui com sigui, el valor del parametre a per al qual el triangle determinat per P, @ i R és equilater
ésa=2.

Aquest apartat es pot resoldre també substituint a cada un dels punts els valors del parametre a trobats
a l'apartat anterior, comprovant quin dels dos fa que les tres distancies siguin iguals.

85. PAU 2009 - Juny - Série 4 - Exercici 1

QUESTIONS

r—1 y+2 2-5

2 3 -1
a) Trobeu I'equacié cartesiana (és a dir, de la forma Ax + By+ Cz+ D =0) del pla © que
passa per P i és perpendicular a la recta r.

1.- Donats el punt P = (1,2,3) i la recta r :

b) Trobeu el punt de tall entre la recta r i el pla .

[1 punt per cada apartat]

Solucidé

a) Podem agafar com a vector caracteristic del pla buscat el vector director de la recta; aixi, 7 :
2+ 3y — z+ D = 0. Imposem ara que el punt P compleixi aquesta equacio, 2-14+3-2—-34+ D = 0.
D’aqui D = —5. L'equacid del plaés 7 : 20 + 3y — 2 — 5= 0.

b) El punt de tall és el que compleix les dues equacions que defineixen la recta i 'equacio del pla,
—r+1=2z-10 T + 2z =11
—y—2=3z—15 = y +3z=13
20 +3y—z2—5=0 2r4+3y— 2z =95
Encara que aquest sistema es pot resoldre utilitzant el métode de Cramer, n’hi ha altres (Gauss,
substitucio,...) molt més facils. La solucio d’aquest sistema és x = 3, y = 1, z = 4. El punt de tall és,

doncs, (3,1,4).

/0 1 0\ /0 0 1IN
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86. PAU 2009 - Juny - Série 4 - Exercici 6

6.- Siguin r i s dues rectes de I’espai les equacions respectives de les quals, que depenen
d’un parametre real b, sén les segiients:
T_{b:;;—%—y—{—Szl r y—=b z+1

T2 +5z=1" 17 b1 1

a) Trobeu el punt de tall de la recta r amb el pla d’equacié x = 0 i el punt de tall de la
recta s amb aquest mateix pla.

b) Calculeu un vector director per a cada una de les rectes.
¢) Estudieu la posicié relativa de les dues rectes en funcié del parametre b.

[1 punt per Papartat a; 1 punts per I'apartat b; 2 punts per Uapartat ¢]

Solucid

a) El punt de tall de la recta r amb el pla x = 0, té la primera component nul-la i, per tant, ha de
complir que

y+dz=1
24+5bz=1"
La solucio d’aquest sistema és y = —2 1 z = 1. Aixi el punt que estem buscant és P = (0,—2,1).

Quant a trobar el punt de tall de la recta s amb el pla x = 0, solament cal substituir aquest valor
a l'equacié continua de la recta s per veure que, llavors, ¥ = b i z = —1. Aix{ el punt buscat és
Q - {Orbu _1)

b) El vector director de la recta r ha de ser perpendicular als vectors caracteristics dels plans que la
determinen, v; = (b, 1,3), vo = (1,2,5). Llavors, si v, = («, 3,7), cal que

(cr,[)’,’y)-(b,l,l%)zﬂ, ((Eaﬁv)(1725):0
Aquests productes escalars donen lloc al sistema d’equacions

ab+ 3 +3’y:0}
a +284+5y=0

De la segona equacid, o« = —23 — by. Substituint a la primera equacid i fent operacions s’arriba a que
B(1 — 2b) = (3 — 5b), la qual cosa permet agafar, per exemple, 3 =3 —5b1i~ = 1— 2b. Llavors,

a=—20—5y=-2(3-5b) —5(1 —-2b) =—1.
Aixi el vector director sera v, = (—1,3 — 5b,2b — 1).

Recordem que v, també es pot calcular efectuant un producte vectorial,

i ik
v =(b,1,3) x (1,2,5)=|b 1 3|=—-i+(3=5b)j+(20—1)k=(-1,3—-5b,2b—1).
1 25
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El vector director de la recta s es treu directament de la seva equacio, vs = (1,b+ 1, —1).

¢) Construim la matriu

PQ 0 b+2 -2 1 b+1 -1
A= v | =]-1 3=5b 2b—1|~|0 b+2 -2
Vg 1 b+1 -1 0 4—4b 2b—2
Estudiem el rang d’aquesta matriu, comprovant per quin valor del pariametre b les dues tltimes files
sén proporcionals, és a dir,

(b+2)(20—2) = —2(4—4b) <= b* —3b+2=0 < b=1lob=2.

Per tant,

= Sib#11bs 2, tenim que rang A = 3; les dues rectes es creuen.

) = 1. Les dues rectes sén

0o 3 -2 .
s Sib=1,A=1|-1 -2 1 |; d’aqui, rang A = 2 i rang ( o
1 2 -1 Us

paral-leles.

0 4 =2
= Sib=2 A= (1 -7 3) : 0 sigui, rang A = 2 i rang (ij7> = 2. Les dues rectes es tallen.
1 3 —1 -

87. PAU 2008 - Setembre - Série 4 - Exercici 4

4.- Donats el punt P = (7,5,1), elpla 7: x—2y —3z =10 i la recta
r:{Sx -2y + 2z =7
X — by — 2z = 5

a) Trobeu la distanciade P a r.

b) Trobeu la distanciade P a r.

c) Trobeu la distanciade r a r.

PUNTUACIO: 0.5 punts pels apartats a) i ¢); 1 punt per I'apartat b).
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a)

La distancia d’un punt P = (Xy,Y0,2,) aun pla = : Ax+ By + Cz+ D = 0 ve donada
per la férmula
|AXO + Byg + CZO + D|
JA?2 1 B2 1 c?

_ |7-10-83-10| _|-16| 16

VP (22 +(-37 Y14 V14
La manera més directa de trobar la distancia d’'un punt P a una recta r és la
utilitzacié de la férmula

d(P,7) =

En el nostre cas, d(P, )

essent Qun punt qualsevol de la rectai v, el seu vector director.

De les equacions implicites de la recta se’n poden deduir les seves equacions
paramétriques,

X=3+2\
y=A
zZ=-1-2)\

Per tant, podem agafar Q = (3,0,—1) i v, = (2,1,-2).

Una altra manera de trobar un punt de la recta i el seu vector director consisteix en
donar un valor arbitrari a una de les variables. Si fem, per exemple, y =0, del
sistema que defineix la recta en deduim

{3X+22=7

s x=3, z=-1,
X — 2z = 5

obtenint aixi un punt de la recta, Q = (3,0,—1). El vector director s'obté buscant un

vector perpendicular als vectors caracteristics dels plans que defineixen la recta, ja
sigui utilitzant el producte escalar,

{(a,b,c)o(3,2,2):0 {Sa2b+2c:0 A— b o 2b
(a,b,c)e(1,—6,—2) =0 a-6b-2c=0 ST

d'on v, = (2,1,—2), o utilitzant el producte vectorial,

—2 2|=(16,8-16) || (21-2).

6 € &
3
1 -6 -2
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Sigui com sigui,

- & & &
POAV, =|-4 -5 —2|=(12,-12,6).
2 1 -2

[Parv| _juz-126) _18
Per tant, d(P,r) = H‘?rH = Exm] :?:6.

Encara hi ha una altra manera de trobar la distancia entre el punt P i la recta r.
Consisteix en trobar el pla perpendicular a r, passant per P. Es busca la interseccio
entre aquest nou pla i la recta. Sigui Q el punt dinterseccid. Llavors,
d(P,r) = d(P,Q). Per si algu ho fa aixi, el pla perpendicular a r, passant per P, té
per equacido 2x+y—2z—17=0 i el punt de tall entre ell i la recta és el punt
Q = (5,1,—3). Llavors,

d(P,r)=d(P,Q) =J(5-72 +(1-52 +(-3—-12 =6

La recta r iel pla m no son paral-lels, ja que el director de la recta i el caracteristic
del pla no sén perpendiculars,

(21,-2)e(1,—2,-3)=2-2+6=6=0.
Per tant, d(r,7)=0.
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88. PAU 2008 - Setembre - Série 4 - Exercici 6

x-a y z+1. x+2 y-b z-4
-Lesrectesr,: —— =< = o = =
6 T2 1T g 'y 2 —1

estan incloses en un mateix pla).

son coplanaries (és a dir,

a) Expliqueu, raonadament, quina és la seva posicio relativa.

b) Trobeu la relacio que hi ha entre els parametres a i b.

c) Trobeu els valors de a i b si el pla que les conté passa pel punt P = (2,4,6).
PUNTUACIO: apartat a) 1.5 punts; apartat b) 1punt; apartat ¢) 1.5 punts.
Solucio:

a) Dues rectes coplanaries han de tallar-se o ser paralleles. Com que els vectors
directors corresponents no sén proporcionals (2/1=1/2), sigui quin sigui el valor del
parametre a, és evident que es tallen en un punt.

b) Sigui Q el punt on es tallen. Llavors, per ser d'ambdues rectes,
Q=(a+2\\,—1+4)\)=(-2+ u,b+ 21,4 — ) .

El sistema que ens queda,

2\ — pu = —-2-a
A= 2u = b
A + p = 5
ha de ser compatible determinat. Treballant amb la matriu ampliada del sistema
obtenim
1 -2| b 1 -2 b 1 -2 b
2 —1-a-2|~|0 3|-a—2-2b|~|0 3|-a—-2-2b| ,
4 1 5 0 9 5—-4b 0 0 |3a+2b+11

la qual cosa ens porta a qué el sistema és compatible determinat si i sol si
3a+2b+11=0.

Podem arribar a la mateixa conclusié observant que la matriu del sistema té rang 2
(per exemple, les dues primeres files sén independents) per a qualsevol valor del
parametre a. Per tant, cal que la matriu ampliada no tingui rang 3:

2 -1 -2-2a
1 -2 b |=0& -9a-6b-33=0«3a+2b+11=0.
4 1 5

Encara es pot arribar a la mateixa conclusié d’'una altra manera. De I'equacié
continua de cada una de les rectes, podem passar a les equacions implicites,

n: ; N .
4y — z = 1 y + 2z = b+8
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El sistema format per les quatre equacions ha de ser compatible determinat:

1 -2 0| a 1 -2 0 a

0 4 -1 1 0 4 -1 1

2 1 0|-b—4| |0 3 0|-2a-b—4
0 1 2|b+8 0 1 2| b+8

1 -2 0 a

0o 1 2 b+8

0 0 -9 -4b-31

0 0 -6|-2a—4b—-28

~

Les dues ultimes files han de ser proporcionals:

3 4b+31
2 2a+4b+28

Aixi, per a que les rectes siguin coplanaries ha de ser 3a+2b+11=0.

< 3a+2b+11=0.

c) El pla que les conté es pot escriure com
T (xy 2)=(a0,-1)+ N214) + p(1,2,-1) .

D’acord amb l'enunciat, el punt P=(2,4,6) ¢ 7, és a dir, aquest punt satisfa
lequacio del pla: (2,4,6) = (a,0,—1) + A\(2,1,4) + 1(1,2,—1) . D’aqui, el sistema

2 + p = 2-a
A+ 28 = 4
4N — u = 7

ha de ser compatible determinat.

1 2| 4 1 2 0 1 2 0
2 1/2-a|~|0 -3|-a—6|~|0 3/a+6
4 1| 7 0 -9/ -9 0 0|3a+9

Per tant, cal que 3a+ 9 = 0 & a = —3. Substituint aquest valor a la relacio trobada a
I'apartat anterior, tenim b= —1.

En definitiva, els valors sén a=-3 i b= —1.

89. PAU 2008 - Juny - Serie 2 - Exercici 4

4.- Trobeu l'equacio de la recta perpendicular al pla = :2x — y +z+3 =0 que

passa pel punt (—1, 3, a) del pla.

PUNTUACIO: 2 punts.

Solucio:

Si el punt (—1, 3, a) és del pla, ha de complir la seva equacio,
2-(—1)-3+a+3=0<a=2.

El vector director de la recta buscada ha de ser paral-lel al vector caracteristic del pla,

la qual cosa permet agafar com a vector director aquest mateix vector. Aixi, I'equacié
de la recta és

(x,y,2) = (—1,3,2) + A\(2,—1,1).

111



90. PAU 2008 - Juny - Série 2 - Exercici 6

6.- Donades les rectes r :

X-2_y+41_z . X-1_y+/_Z+bd
1 2 -1’ S 2 3

i el punt

P = (1,1,—1), volem trobar I'equacio de la recta que passa per P tallanta r i s.
Per aconseguir-ho, es demana:

a)

b)

c)
d)

Trobeu I'equacio general o cartesiana (és a dir, I'equacio de la forma
Ax+ By + Cz+ D= 0)del pla = que conté la recta r iel punt P.

Busqueu el punt M interseccio entre el pla = i larecta s.
Trobeu I'equacio de la recta que passa pels punts Pi M.

Comproveu que la recta trobada a l'apartat anterior és la que estem
buscant.

PUNTUACIO: 1 punt per cada apartat.

Solucio:

a)

L'equacioé del pla = es pot trobar de diferents maneres. Aqui se n'exposen
dues.

La primera consisteix en trobar dos vectors generadors del pla. Com que ha de
contenir la recta r, el vector director d'ella, v, = (1,2,—1), és un dels vectors
generadors. L'altre es pot calcular com PQ, essent Q un punt qualsevol de la
recta r ; per exemple, Q = (2,—1,0). Aixi, PQ = (2,—1,0)—(1,1,—1) = (1,—2,1) i
I'equacié vectorial del pla = és (x,y,2) = (1,1,—1) + A(1,2,—1) + p(1,—2,1), que
dona lloc a I'equacié general y +2z+1=0.

En la segona forma, agafem l'equaci6 Ax+ By +Cz+ D =0 i fem que sigui
verificada per tres dels punts del pla: P=(1,1,-1), Q =(2,-10) i
@, = (3,1,—1). Els dos ultims estan extrets de la recta rn @ es dedueix
directament de l'equacidé i @, s'obté sumant una vegada el vector director

—

v, = (1,2,—1) a Q. El sistema d’equacions que ens queda és

A +B - C+ D =20
2A - B + D =0
A + B - C + D =0

que té per solucio A=0, B=D, C=2D.Fent D=1, per exemple, obtenim
I'equacio buscada: y +2z+1=0.

Les equacions parameétriques de la recta s s6n x=1+X, y=-7+2A\,
z= -5+ 3\. Substituint-les a I'equacié del pla anterior, tenim

(=7+2\)+2(-54+3N)+1=0<81-16=0< \=2.
Elpuntdetallés M=(1+2-7+4,-5+6)=(3,—-3,1).

Naturalment, hi ha altres maneres per a calcular aguest punt. Per exemple,
I'equacié continua de la recta s es pot descompondre en dues equacions
implicites i resoldre el sistema format per elles i I'equacié del pla de I'apartat
anterior.
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¢) L’equacio continua de la recta demanada és
x-1 y—-1  z+1 o x—=1 y—-1 z+1
3-1 -3-1 1+1 2 -4 2
d) Per construccio, la recta trobada passa pel punt P = (1,1,—1) i talla a la recta s

en el punt M= (3,—3,1). Per tant, solament resta per comprovar que també

talla a la recta r. Un dels métodes per a realitzar aquesta comprovacié és veure
que el sistema format per les equacions continues d’ambdues rectes és
compatible determinat,

xX—2 y+1 =z 2x — vy = 5
1 2 —1 o y + 2z = -1
x—1 y—1 z+1 2x + y = 3
2 -4 2 X -z = 2

Sumant la primera i la tercera equacio tenim 4x = 8, és adir, x =2. D’aqui, a
més a més, y = —1. De la segona equacié, z= 0, valor que també compleix

la quarta equacio. Per tant, la recta de I'apartat c) talla a la recta r en el punt
(2,-1,0).

Aquest apartat es pot raonar també sense buscar el punt d’'interseccié amb r.
En efecte, la recta trobada a I'apartat c) passa per P i per M per construccio.
Com que, a més a més. esta continguda al pla 7, que també conté larecta r, la
interseccid entre les dues esta assegurada, a menys que fossin paral-leles, que
no és, evidentment, el cas.

91. PAU 2008 - Juny - Série 5 - Exercici 4

X—1_y+1_ z+2

4.- Donats el pla 7 :3x -2y +5z=6 ilarecta r: 5 1~ 3

, busqueu
el punt de tall, si existeix.
PUNTUACIO: 2 punts.
Solucio:
De I'equacio continua de la recta se’n dedueix que
x=14+2\, y=—1+X, z=-2-3A.

Substituint aquests valors a I'equacié del pla = ens queda que

31420 —2(—1+A)+5(-2-3\) =6 -1 =11 A =—1.
Elpuntdetallés P=(—1-21).

El problema també es pot resoldre trobant les equacions implicites de la recta i
resolent el sistema de tres equacions amb fres incognites resultant d'ajuntar-hi
I'equacié del pla.
r:)(—1:5/4-1:z+2<:}{ x—1=2y+2 @{ x—2y=3
2 1 -3 -3y-383=2z+2 3y+z=-5

El sistema és
3x — 2y + 5z = 6
x = 2y = 3
3y + z = -5

que té per solucié el punt P.
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92. PAU 2007 - Setembre - Série 3 - Exercici 1

QUESTIONS

1.- Trobeu les equacions dels plans paral-lels a 7:2x - y + 2z=3 situats a distancia 6
dell.

Els plans demanats tenen equacions de la forma 2x—-y+2z+ D=0 i han de passar a
distancia 6 de qualsevol punt del pla 7, per exemple el (0,-3,0). Per tant, s’ha de verificar

6=| 43+1D4|=|3;DIHS+D=i18aD=15 i D=-21.
Vé+1+

Substituint els valors de D s’obtenen les equacions demanades.
2x—-y+2z+15=0, 2x-y+2z-21=0.

PUNTUACIO:

1 punt pel plantejament i arribar a escriure alguna expressié matematica equivalent a “pla
paral-lel situat a distancia 6 de z .

0.5 punts per cada solucié.

93. PAU 2007 - Setembre - Série 3 - Exercici 5

PROBLEMES

5.-Unarectarésparal-lelaalarecta s: x—-1=y—-1=z-1,tallaenunpunt Aala

recta t:X=1=¥ = z41ienun punt B a la recta pX=2_y-1_2z
3 2 2 3

Trobeu I'equacié del pla determinat per les rectes ri t.

Calculant el punt d’interseccio del pla anterior amb la recta /, trobeu el punt B.
Trobeu I'equacio de la recta r.

Trobeu el punt A.

— N e —r

a
b
c
d

a) El pla demanat és paral-lel als vectors directors de les rectes s i t, (1,1,1) i (3,2,1)

respectivament. Llavors, el vector de coeficients (a,b,c) del pla demanat és qualsevol que

sigui perpendicular als dos vectors. Per exemple, es pot plantejar el sistema
{(a,b,c)-(1,1,1):0 {a+b+c:0
( —

—b=-23 c=a.
ab,c)-(3,21)=0 3a+2b+c=0

Per tant, qualsevol vector de la forma (a,-2a,a), per exemple (1,-2,1), serveix com a vector de
coeficients o perpendicular al pla. Per construir I'equacié només resta trobar un punt del pla.
Qualsevol de la recta t serveix, per exemple el (1,0,-1).

Equacié del pla: (x-1)-2y+(z+1)=0 —» x-2y+2z=0.

També es pot obtenir el vector (a,b,c) per mitja del producte vectorial
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& € &
1 1 1|=(-12-1)
3 2 1

i a partir d’aqui es completa la construccio de I'equacio.

. . -2 -1 .
b) Punt d'interseccid de la recta !:%:%:é ielpla x-2y+z=0:

La primera igualtat de I'equacié de la recta permet escriure x =y +1. Si es substitueix dins
I'equacio del pla i s'ailla zs’obté z= y —1. Finalment, substituint z dins la segona igualtat de

I'equacio de la recta, qu :que y =1 iel punt buscat és B=(2,1,0).

c) La recta r és la paral-lela a s que passa per B,
x-2=y-1=z.

d) Finalment, el punt A és el d’interseccio de ri ¢,

x-2=y-1==z
X—_1:£:z+1
3 2

De les dues igualtats de l'equacié de r es pot escriure x=z+2 i y=2z+1. Quan es
substitueixen dins I'equacié de t,

z+1 z+1
—=——=7+1,

3 2
on les dues igualtats es verifiquen quan z=-1. Per tant, el punt A és (1,0,-1).

PUNTUACIO:
Apartat a) 0.5 punts pel vector de coeficients i 0.5 per I'equacié del pla.
Apartats b), ¢) i d) 1 punt cada un.

94. PAU 2007 - Juny - Série 1 - Exercici 2

2.- Considereu els punts de I'espai P=(-1,a-13), Q=(0,a-21-a) i
R=(2,-1,6-6a).

a) Trobeu el valor de a per al qual els tres punts estan alineats.

b) Quan els tres punts estan alineats, quina és I'equacié de la recta que els conté?

a) Una manera senzilla d'imposar que els tres punts estiguin alineats consisteix en demanar
que els vectors PQ i QR siguin paral-lels, és a dir, proporcionals.
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PQ=(0,a-21-a)-(-1,a-13)=(1,-1,—-a-2),
QR=(2,-1,6-6a)-(0,a-21-a)=(2,1-a,5-5a).
1-a_ b5-ba

-1 -a-2
Existeix la possibilitat que ho facin per altres vies. Aixi per exemple, poden construir I'equacié
de la recta que passa per dos punts en funcié de a i després imposar que passi pel tercer.
Fins i tot, algun estudiant amb tendéncia a utilitzar formules pot calcular I'area del triangle i
imposar que valgui zero.

.2 . . .
Llavors, seran paral-lels si 7 = i les dues igualtats son certes quan a=3.

b) Quan a=3, esté P=(-12,3), Q=(0,1,-2) i PQ=(1,-1,5). La recta es pot escriure

(% ,2) = (0,1,-2) + t(1,-1,-5) o0 també x=y—_11=z+52.

PUNTUACIO:

Apartat a) 0.5 punts per plantejar alguna idea correcta que porti a I'alineament dels punts i
0.5 per trobar a correctament.

Apartat b) 1 punt. Si el resultat de a no és el correcte, la situacié més probable és que
I'estudiant escrigui alguna equacié que passi per dos dels punts i que no comprovi que no
passa pel tercer i, per tant, que el resultat és incorrecte. En aquest cas compteu 0.5.

95. PAU 2007 - Juny - Série 1 - Exercici 4

4.- Trobeu I'equacié de la recta continguda en el pla 7: x+2y +6z-2 =0 que talla
als eixos OYi OZ

La part més important d’aquesta qliestio és “imaginar” correctament que cal fer.
Primerament es busquen els punts de tall del pla amb els eixos esmentats.

x=0
Eix OY: { , que substituit dins I'equacié del pla proporciona y =1.

x=0
Eix OZ: { _ ~ Que substituit dins I'equacio del pla proporciona z = %

Llavors, la recta demanada és la que passa pels punts (0,1,0) i (0,0,1/3),
(x,v,2)=1(0,1,0)+ £(0,1,-1/3),
o també

PUNTUACIO:

0.5 punts pel tall amb OY.
0.5 punts pel tall amb OZ.
1 punt per 'equacié.

Si fan els calculs malament perd segueixen un esquema correcte compteu 0.5 punts.

x y-1 z .
Si escriuen I'equacio continua de la recta com 0 :yT = 173 malgrat “fer lleig”, no

penalitzeu i compteu un punt.
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96. PAU 2007 - Juny - Série 1 - Exercici 5

PROBLEMES

-2 z-1
5.- Considereu la recta d'equacié r: x = yT = =

a) Expresseu el quadrat de la distancia d’'un punt qualsevol (X, y,z) de la recta al punt
P =(1,2,5) com una funcié de la coordenada x.

b) Trobeu quin valor de x fa minima aquesta funcié, deduiu d’aqui quin punt Q de la recta és
el meés proper a Pi calculeu la distancia del punt a la recta.
c¢) Escriviu I'equacié de la recta que passa per Pi Qi comproveu que és perpendicular a r.

a) La magnitud demanada és @° = (x—1)>+(y—2)* +(z-5)?. Llavors, tenint en compte
que un punt qualsevol de la recta verifica
y-2
2
z-1
2

=X—> y=2X+2,

=X—Z=2Xx+1,

la funcid de x demanada és
f(x)=(x-12+(2x)*+(2x-4)> =9x>* -18x+17.

b) Com que f'(x)=18x-18 i f"(x) =18, la derivada s’anul-la quan x =1 i es tracta

d’'un minim.

Tenint en compte que quan la funcié es minima, la distancia de P a la recta també ho és, el
punt @ més proper a P és (1,4,3).

Donat que f(1) =8, la distancia de P a la recta val J8.

¢) L'equacié de la recta que passa pels punts P=(1,2,5) i Q=(1,4,3) es pot escriure
x=1 Y=2_2°5
2 -2
Com a la glestio 4, doneu per bona la solucié escrita com
x-1 _y-2 z-5
0 2 -2

Finalment, com a vectors directors de les rectes es poden considerar (1,2,2) i (0,2,-2),
que, tenen producte escalar nul, (1,2,2)-(0,2,-2)=0, cosa que garanteix la
perpendicularitat de les dues rectes.

PUNTUACIO:

Apartat a) 1.5 punts.

Apartat b) 0.5 punts per obtenir correctament x=1; 0.5 punts pel punt Q i 0.5 per la
distancia.

Apartat c) 0.5 per 'equacié de la recta i 0.5 per comprovar la perpendicularitat.

[x+2y+z=5



97. PAU 2007 - Juny - Série 2 - Exercici 1

QUESTIONS

X+y+z=1

1.- Trobeu lI'equacié del pla perpendicular a la recta r:
q pla perp { Ox+y=3

l'origen de coordenades.

que passa per

Primerament, cal obtenir el vector director de la recta que ha d’actuar com a vector de

coeficients o vector perpendicular del pla buscat.

Aix0 es pot fer escrivint la recta d’alguna forma que el posi de manifest.

de la segona equacié, y =3 -2x.
Substituint a la primeraiaillant z, z=1-x-y=1-x-3+2x=x-2
Llavors, I'equaci6 de la recta es pot escriure
(x,¥,2)=(0,3,-2) + x(1,-2,1)
i el vector buscat és (1,-2,1).

També es pot calcular a partir del producte vectorial dels vectors de coeficients dels plans

que defineixen la recta.

eﬂ 82 eS
1 1 1|=(-12-1).
2 1 0

Per exemple,

Finalment, com que el pla demanat ha de passar per l'origen, la seva equacio és

x-2y+z=0.

PUNTUACIO:
1 punt per obtenir el vector de coeficients de forma correcta.
1 punt per escriure correctament I'equacié del pla.

98. PAU 2007 - Juny - Série 2 - Exercici 4

7, 4x-3z2-1=0i 7, :3x+4y-1=0.

4.- Trobeu els punts de la recta r:x—1=y+2=2z que equidisten dels plans

Un punt qualsevol de la recta es pot expressar com (z+1,z—-2,2). Llavors, igualant la

distancia d’aquest punt a cada un dels plans,

4(z+1)-3z-1 ‘3(z+1)+4(z—2)—1|
= —Z+3=%(7z
J16+9 J16+9 | (

Amb el signe positiu: z+3=7z2-6—>-6z2=-9—>2z=3/2 ielpuntés
(5/2,-1/2,3/2) .

Amb el signe negatiu: z+3=-72+6 —>8z=3 > z=3/8 ielpuntés
(11/8,-13/8,3/8).

PUNTUACIO:

0.5 punts per parametritzar correctament un punt qualsevol de la recta.

0.5 per plantejar bé la igualtat de distancies.

0.5 punts per cada una de les solucions.

~6).
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99. PAU 2007 - Juny - Série 2 - Exercici 6

6.- A I'espai es consideren els tres plans d’equacions respectives:

T X+2y+z=1, m,:px+y+pz=1i m;:px+y+2z=1onpésun parametre
real.

a) Esbrineu per a quins valors de p els tres plans es tallen en un Gnic punt. Trobeu
aquest punt quan p=1.

b) Hi ha algun valor de p que faci que la interseccié comuna sigui una recta? Si és aixi,
escriviu I'equacio vectorial d'aquesta recta.

¢) Trobeu quina és la posicié relativa dels tres plans quan p=1/2.

De fet, I'estudi demanat es pot fer a partir de la discussidé del sistema format per les
equacions dels tres plans.

X+2y+z=1
px+y+pz=1
px+y+2z=1
En primer lloc, s’estudia el rang de la matriu ampliada.
12 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
p 1 p 1/~01-20 0 1-p|~|0 1-2p 0 1-p|.
p 1 2 1 0 1-2p 2-p 1-p 0 0 2-p O
Llavors, la matriu de coeficients deixa de tenirrang 3 quan p=1/2i p=2.

Es pot arribar a la mateixa conclusié igualant a zero el determinant de la matriu de
coeficients.

2 1

—5p+2=0—>p=§,2.

—_ = N

1 1
p 1 p=2p
p 1 2

El cas p=1/2 fa que el sistema sigui incompatible i p =2 compatible indeterminat.

a) Els tres plans es tallen en un punt quan p és diferent de 2 i de 1/2, ja que llavors el
sistema és compatible determinat. Quan p =1, el sistema triangulat s'escriu

X+2y+z=1
_y:O ,
z=0

que proporciona com a solucié el punt (1,0,0).

b) Per a qué la interseccid sigui una recta cal que el sistema sigui compatible indeterminat.
Aixd només pot succeir quan p=2. En aquest cas, els tres plans sén 7z, : x+2y+z=1,

Ty 2xX+y+2z=11 m,:2x+y+2z=1, de manera que el segon i el tercer s6n el mateix i
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el primer, al no ser paral-lel, proporciona una recta com a intersecci6. Aillant y i z de les
equacions dels dos primers plans s’'obté y=1/3 i z=1/3 - x. D’aqui, I'equacié vectorial de

la recta es pot escriure

(x,y,2)=(0,1/3,1/3) + x(1,0,-1).
c) Quan p=1/2 el sistema és incompatible, per tant no hi ha interseccié6 comuna als tres
plans. Ara les equacions son 7 ix+2y+z=1, m,ix/2+y+z/2=1 |

7, X/2+y+2z=11i és evident que els dos primers plans son paral-lels mentre que el
tercer els talla.

PUNTUACIO:

Apartat a)

1 punt per trobar correctament els valors de p que discriminen.

0.5 punts per dir que es tallen en un punt quan p és diferent de 2 i de 1/2.
0.5 punts per resoldre el cas p=1.

Apartat b)

0.5 punts per donar la interpretacié geométrica del cas p =2

0.5 punts per I'equacié vectorial de la recta.

Apartat ¢) 1 punt. Tenint en compte que aquest apartat es pot fer de manera independent,
sembla correcte assignar-li una mica més de puntuacio.

100. PAU 2006 - Setembre - Seérie 4 - Exercici 3

., AT Y —<£=vuU
3. Calculeu I'equacio de la recta paral-lela a la recta r :i - que passa pel

2x-y+z=1
punt (0,1,0).

Es pot encarar el problema al menys de dues formes. La primera, i més senzilla, és observar

x+y—-z=D,

que la recta buscada ha de ser de la forma { .Elsvalorsde D, i D, es

2x-y+z=D,
calculen imposant que la nova recta passi pel punt (0, 1, 0). Aquests valors sén D, =1,
D, =—1. Aixi, les equacions implicites de la recta buscada s6n
x+y—-z=1
{2x— y+z=-1"
Una altra forma consisteix en calcular el vector director de la recta r i construir 'equacio

vectorial de la recta demanada. Per trobar el vector director de r, al qual denotarem per v,,
es poden buscar les seves equacions paramétriques,

1 1
X=—, y=——+A4, z=4 = v,=(0,1,1).
3 V=73 r =(0,1,1)

També podem trobar el vector perpendicular als dos plans que defineixen la recta, ja sigui
utilitzant el producte escalar,
{(a,b,c)-(1,1,—1):0 {a+b—c=0
-

a=0,c¢c=b = v,=(011)
(a,b,c)(2,-1,1)=0 2a-b+c=0
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o el producte vectorial,
i j Kk
v,'=(1,-)A(2-11)=1 1 -1=(0,-3,-3) = v, =(0,11).
2 -1 1
Sigui com sigui, I'equacié vectorial de la recta buscada és (x,y,z)=(0,1,0)+{-(0,1,1).
Si es troba el vector director de la recta r, compteu 1 punt; I'altre és per 'equacié de la recta

buscada. Naturalment, si algun estudiant ho fa pel primer procediment, els 2 punts soén per la
glestié ben acabada.

101. PAU 2006 - Setembre - Série 4 - Exercici 4

4. Determineu els extrems d'un segment AB sabent que el punt A pertany al pla

2x+y+z=0, el punt B pertany a la recta XT_1 :y_—2 =§ i el punt mig del segment

1
és (0,0,0).

Sigui A=(ay,a,a3) i B=(b,b,,b3). Com que el punt A pertany al pla donat, sabem que
2a,+a, +az =0. Per altra banda, el punt B ha de complir 'equacié de la recta; aixi,

{b1+2b2—5=0 A+ B
2

A més a més, sabem que =(0,0,0). D’aqui ens surt que

3b, +b;-6=0"
2b+b, + by =0
a =-b, a=-b, i a3 =—b;. Llavors, el sistema a resoldre és b +2b, =5 , que té per
3b, +b; =6
. 1 8 . . 1 8 ,). 18
solucié b =——, =—j =-2. Els punts buscats sé6n A=| —,——,2|i B=| ——,—,-2|.
b=z =gk P (3 3 ] (33 ]

Una altra forma de plantejar el problema és trobar les equacions parameétriques de la recta.
Llavors ens queda que B=(2t+1,-f+23f). Per tant, i com que A+ B=(0,0,0), tenim

A=(-2t-1t-2,-3t). Aquest punt ha de complir lequaci6 del pla donat,

2(2t-1)+(t—2)+(-3t)=0. La soluci6 d’aquesta equacié ens doéna t:—g. Llavors,

B=[-18 5)ia=[1_85)
3’3 3" 3

Es dificil donar un patré de puntuacions en aquesta qiiestié. Doneu 1 punt pel plantejament i
I'altre per la resolucid.

121



102. PAU 2006 - Juny - Serie 1 - Exercici 1

QUESTIONS

1.- Trobeu les coordenades dels punts situats sobre la recta dequacié
(x.y,2)=(-111)+t-(1,21) que estan a distancia 1 del pla 2x+2y +z=5.

Un punt qualsevol de la recta és (r—1,2t+1,t+1). Imposar que es troba a distancia 1 del pla
equival a fer
2(t-1)+2(2t + 1)+t +1-5
Ja+4+1

Ara només resta resoldre [ =11, resultant t=11i t=1/7. Aixi els punts buscats son

)

N o
~ | ©
~ |

(0,3,2) i [—

1 punt per arribar a I'expressié DISTANCIA=1.
0.5 punts per cada solucio.

103. PAU 2006 - Juny - Série 1 - Exercici 5

PROBLEMES

5.- Una recta r passa pel punt A=(3,0,2) i té la direccio del vector (-1,1,4).
a) Trobeu quin angle forma ramb el pla horitzontal.
b) Comproveu que no passa pel punt B=(1,3,10).
c) Trobeu l'equacié de la recta que passa per Ai B.

a) Se sap que el sinus de I'angle & que forma el vector (—1,1,4) amb el pla horitzontal, és a
dir, z=0, s’obteé de fer

sine = cos(90 — a) = (-114)-(0,01) _ 4

J18 32

que també serveix per trobar el cosinus de [langle complementari. Llavors,
a=70.529° =1.231rad .

b) El vector v que uneix els punts Ai Bés v=(1,310)-(3,0,2) =(-2,3,8) . Com que aquest
vector no és paral-lel a (-1,1,4), la recta no passa pel punt B.

c¢) L’equacié de la recta és (x,y,z) =(3,0,2) + 1(-2,3,8).

1.5 punts pel primer apartat. Si en lloc del sinus de I'angle o el cosinus del complementari es
fa servir el cosinus de l'angle, penalitzeu perd no poseu zero.

1 punt pel segon apartat. Cal pensar que alguns estudiants poden buscar I'equacié de la recta
i comprovar si el punt B és d'ella.

1.5 punts pel tercer apartat.

122



104. PAU 2006 - Juny - Seérie 3 - Exercici 3
: . , X=—y—-1=u
3. Determineu I'equacié del pla perpendicular a la recta r: que passa pel punt
x+z+2=0
(1,1,2). Quina distancia hi ha d’aquest pla a I'origen de coordenades?

En primer lloc cal trobar un vector director de la recta, ja sigui escrivint 'equacié parametricament o per
altres métodes. Aixi, per exemple, 'equacio de la recta es pot escriure

r:(x,y,z)=(0,-1,-2) + t(1,1,-1)

i el vector és, llavors, (1,1,—1).

L’'equaci6 del pla és 7:x—1+y—-1-(z—2)=0 o bé, simplificant, 7: x+y —z=0. Es evident que
el pla passa per I'origen de coordenades i, per aix0, la distancia del (0,0,0) al pla val zero.
0.5 punts pel calcul del vector director.

1 punt per I'equacio del pla.
0.5 punts per justificar que la distancia val zero.

(1 0 —1\

105. PAU 2006 - Juny - Série 3 - Exercici 6

ZX=Dy—Z—-3=V

6. Considereu la recta r :{ ielpla p:2x—-y+az+2=0 on a

x-3y-z-2=0

€s un parametre.

a) Trobeu un vector director de la recta i un vector perpendicular al pla.
b) Quin ha de ser el valor d’a perque la recta i el pla siguin paral-lels.

c) Esbrineu si existeixen valors d’a pels quals la recta i el pla siguin
perpendiculars. En cas afirmatiu calculeu-los.

d) Esbrineu si existeixen valors d’a pels quals la recta i el pla formin un angle
de 30°. En cas afirmatiu calculeu-los.

a) La recta es pot expressar en forma paramétrica com
r:(xy,z)=(-1,-10)+1#(2,1,-1).

Aixi, un vector director és v =(2,1,-1).
Un vector perpendicular al pla, en funcié d'a, és w =(2,-1,a).

b) La recta i el pla seran paral-lels quan V i w siguin perpendiculars, és a dir, quan vV-w = 0. Llavors,
(2,1,-1)-(2,-1,a) =3 —a=0 i, quan el parametre val 3 |a recta i el pla sén paral-lels.

c) De forma analoga, la recta i el pla seran perpendiculars quan els dos vectors siguin paral-lels, pero
aixd no pot passar ja que no hi ha cap valor d’a que permeti que

2_-1_a

2 1 -1
d) Ara cal que els vectors formin un angle & de 60° o bé de 120°. Utilitzant el producte escalar,

g-i=|i} 7 -coses

3—a=\/€m(i%}
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a®+12a-3=0,

a:—Gi\/@.

1 punt cada apartat.

106. PAU 2005 - Setembre - Série 3 - Exercici 2

2. Considereu els vectors de R’:
v, =(-13,4), ¥, =(2,-1,-3) i v, = (1, 2k + 1,k +3).
a) Trobeu I'inic valor de k per al qual aquests vectors no s6n una base de
R’.
b) Perunvalor de k diferent del que heu trobat a I'apartat a), quins sén els
components del vector w =, +V, +V,en la base {V,,v,,V,} ?

SOLUCIO.

a) [1 punt] Tres vectors de R’ no sén base si no sén linealment independents. Aixd
passara quan el determinant format pels tres vectors valgui O:

-1 3 4
2 -1 3 (=5k-15=0=k=3.
1 2k+1 k+3

Al mateix resultat s’arriba imposant que el rang de la matriu formada pels tres
vectors, no sigui 3:

-1 3 4 -1 3 -~ -1 3 -~ -1 3 4
2 -1 -3 |~ 0 5 5 [~]0 1 I [~ 0 1 1
1 2k+4 k+3 0 2k+4 k+7 0 2k+4 k+7 0 0 —k+3

b) [1 punt] Si {V,,V,,V,} és una base, el vector W =1, +¥, +V, té clarament els
components (1,1,1).

107. PAU 2005 - Setembre - Série 3 - Exercici 3
A=I y—1 Ltz

-3

3. Trobeu la distancia entre la recta r:

i el pla

m: 2x-3y+3z+5=0.

SOLUCIO [2 punts] Primer de tot estudiem la posicio relativa de recta i pla.
Observem que el vector director de la recta, (2,-3,3), és el vector normal del pla!

Per tant, |a recta és perpendicular al pla. La distancia de la recta al pla és, doncs, 0.
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108. PAU 2005 - Setembre - Série 3 - Exercici 4

4. Donats els punts A=(10,0) i B=(0,0,1) es demana:

x = 1
a) trobeu un punt C sobre la recta d'equacié parametrica {y = 1+ A4 que
z = 1+4

faci que el triangle ABC sigui rectangle en C;
b) trobeu I'area del triangle ABC .

sSoLucIO

a) [1punt] Elpunt C=(1,1+ 4,1+ ). Per tal que el triangle ABC sigui

rectangle en C, els vectors CA=(0,-1—-A,—1-A) i CB=(-1,-1-,-1)
han de ser ortogonals, és a dir

CA-CB=0 o (144 +A(1+2)=0 o A=-1 z:—%.

11
Aixd ens dona dos punts solucié: C =(1,0,0) i C= (1,5,5) El primer punt,

clarament és igual a A ifa que no hi hagi cap triangle. La Unica soluci6 és,

doncs, C = (1 i l}
22

1 1) =5 11
b) [1 punt] Els catets del triangle seran CA = (0 —— —EJI CB:{—I,—E,EJ.

L'area sera, doncs, — |CA’ |CB| \/7 ( — unitats d'area.

109. PAU 2005 - Juny - Serie 1 - Exercici 3

o x=3 -1 z+z
3. Trobeu la distancia entre la recta r: i :y3 = 3 i el pla

mT:3x+4y+7=0.

SOLUCIO [2 punts] Trobem primer la posicio relativa de la recta i el pla. Com que
el vector normal del pla 7 = (3,4,0) i el vector director de la recta, v =(4,-3,3)

tenen producte escalar, 7-v =0, resulta que la recta és o bé paral-lela al pla, o esta
continguda en ell. Com que el punt de la recta (3,1,—2) no pertany a

(3-3+4-1+7 # 0), r i 7 son paral-lels. La distancia entre la recta i el pla sera la de
qualsevol punt de la recta al pla. La distancia de (3,1,-2) (per exemple) al pla és:

3-3+4-1+7 20

= = 4 unitats.
V3 +4°

Puntueu amb 1 punt per trobar la posicio relativa i 1 punt per la distancia correcta.
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110. PAU 2005 - Juny - Série 1 - Exercici 4

4. Un segment d’origen el punt 4= (—1, 4, —2) i extrem B esta dividit en cinc parts
iguals mitjangant els punts de divisié 4,, 4,, 4, i A4, (vegeu la figura). Si sabem

que 4, =(1,0,2), quines sén les coordenades de B ?

SOLUCIO [2 punts] . Es clar que AB=5-44, ique
H:%-T:%-(Hl,o4,2+2)=(1,2,2).

4,
Per tant, 4B =5-(1,-2,2)=(5,-10,10).
Les coordenades de B son (—1+5,4-10,-2+10)=(4,-6,8).
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111. PAU 2005 - Juny - Série 4 - Exercici 6

6. Una piramide de base quadrada té el vértex en el pla d’equacié z=3. Tres dels
vértexs de la base son els punts del pla OXY : 4=(1,0,0), B=(1,1,0), C=(0,1,0).
Es demana:
a) feu un grafic dels elements del problema. Quines son les coordenades del
quart vértex de la base, D?

3 It
b) quin és el volum de la piramide? [ Volum = ared bas;xa trd ]
c) siel vertex de la piramide és el punt V' = (a,b,S) ,quina és l'equacio de la

recta que conté l'altura sobre la base?

soLuclo

a) [1 punt]

El vertex D =(0,0,0).
b) [1 punt] El volum de la piramide sera Vol = %-S-h on § ésl'area de labasei

h l'altura sobre aquesta base. En el nostre cas, la base és un quadrat de costat
1, per tant, § =1 i el vértex de la piramide, V', esta sobre el pla z=3 que és
paral-lel al pla de la base, z =0. La distancia del vertex al pla de la base és
doncs (independentment del lloc on es trobi el vértex) 7 =3. Tenim doncs que

Vol = %-1-3 =1 unitat de volum.

c) [2 punts] Del vertex de la piramide, V', només sabem que esta sobre el pla
z=3.Pertantel vertex és V' = (a,b,3) i @ i bson valors que no podem
precisar. L'equacié demanada sera la d’una recta que passa pel punt (a,b,3) i
és perpendicular al pla z=0, o sigui que té per vector director (0,0,1). La recta
x—a y-b z-3
= 5 =

X = d4a
y = b

IPuntueu 1 punt si 'alumne pren un punt concret com a vértex,|

demanada té per equacié continua

. L'equacio general és:
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112. PAU 2004 - Setembre - Série 5 - Exercici 4

4. Donats els vectors u = (1,2) i v =(-3,1), es demana:
a) comproveu que u i v formen una base de I'espai vectorial dels vectors del pla;
b) trobeu els components del vector w=(—1,5) en la base {t?,iz'}.

SOLUCIO.

a) [1 punt] Un conjunt de vectors de R? s6n base quan sén linealment independents
i formen un sistema de generadors. Si el nombre de vectors coincideix amb la
dimensio de I'espai, com en aquest cas, només cal comprovar una d'aquestes
condicions. Aqui, (1,2) i (-3,1) son linealment independents perqué la matriu

1 -3
( { J té rang 2 que es pot veure o be reduint-la per Gauss,

2
1 -3 1 -3 , 1 -3

- 0 be perque el determinant # 0.
2 1 0 7 2

Si nomeés comproven una de les dues condicions sense mées comentaris, traieu 0,25
punts.

b) [1 punt] Hem de trobar ai b tal que w=a-u +b-v. Sén les solucions del
sistema:

a-3b = -1 a=2 = L
= Per tant, @ = (2,1)en base {ii,v}.
2a+b = 5 b=1. '
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113. PAU 2004 - Setembre - Série 5 - Exercici 6

6. Considerem les rectes

= 143

SUREN L VA R [
-2 1 -2

z = 5+t

a) Estudieu la seva posicié relativa.
b) Trobeu I'equacio del pla que conté a s i és paral-lel ar.
c) Calculeu la distancia entre ri s.

SOLUCIO.

a) [1 punt] No sén paral-leles perqué els vectors directors, (-2,1,-2) i (3,-4,1) son
linealment independents. Per veure si es creuen o es tallen, mirem el rang dels tres
vectors (-2,1,-2), (3,-4,1) i (2-1,-1-(-1),0-5):

-2 3 1 -2 3 |
lamatriu| 1 -4 0 |térang3perqué |1 -4 0|0,

-2 1 =5 -2 1 =5
Per tant, les rectes es creuen a I'espai.

b) [1,5 punts] L'equacio vectorial del pla demanat és:
(x,v,z2)=(L,-1L5+a-(-2,1,-2)+b-(3,-4,1)amb a,he R.

La general és

x-1 =2 3
v+l 1 —4=0. = Tx+4y-5z+22=0.
z—5 -2 1

\ Es suficient obtenir una de les equacions. ‘

c) [1,5 punts] La distancia entre les dues rectes ara es pot trobar com la distancia
d’un punt qualsevol de la recta r, per exemple (2,-1,0), al pla 7x+4y—-5z+22=0:

‘7‘2+4-(71)+22‘* 32 = 32 = 161\5% unitats de distancia.

72 +42+(=5)7 | V90 3410
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114. PAU 2004 - Juny - Seérie 1 - Exercici 2

2. Considereu els punts de I'espai A(0,0,1), B(1,1,2) i C(0,-1,-1).

a) Trobeu I'equacio del pla ABC.

b) Si D és el punt de coordenades (k,0,0), quant ha de valer k per tal que els quatre
punts A, B, Ci D siguin coplanaris?

soLuclo.

a) [1 punt] L'equacio del pla determinat per A, Bi C és

x 1 0
v | —l|==x+2y—-z+1=0.
z-1 1 =2

(Hem fet servir A com a punt base i AB = (LLY) i AC = (0,—1,-2) com a vectors

directors del pla). També son igualment valides les equacions vectorial o
parametrica:

X
(x,y,z):(0,0,1)+S-(1,1,1)+1‘-(0,71,72); ¥

z

s

s—t
1+s5—2¢

b) [1 punt] Substituint x, y i z per les coordenades del punt D(k,0,0) a I'equacid ge-
neral obtenim -k+1=0. Per tant k=1. El punt D(1,0,0) és coplanariamb A, Bi C.

Aixo mateix es pot fer amb I'equacio vectorial o parametrica del pla trobant el valor
dels parametres s i t que fan compatible el sistema:

k = s

s=1
0 = s—1 :{ B =k=L
0 = l+s-2¢ -

També es pot estudiar la coplanarietat dels quatre punts exigint que el determinant
d'ordre 4 seguent valgui 0:

_—0 O
| I
\

—
=]

Arribem a k=1.
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115. PAU 2004 - Juny - Série 1 - Exercici 4

A

SOLUCIO.
a) [1 punt] Si el paral-lelogram ABCD és un rombe, d(A,B)=d(B,C):

JE=3) + k> +4 = J4+(4—k) +(k=1) =k=2.
b) [1 punt] El rombe és un quadrat atés que els vectors AB = (1,2,— 2)i

BC =(-2,2.1) (o un altre parell adequat, AB, AD, etc. ) sén perpendiculars:
AB-BC=1-(-2)+2-2+(-2)-1=0.
També es pot fer per Pitagores aplicat a un dels triangles ABC, ABD, etc.
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116. PAU 2004 -

soLucCIO.
a) [0,5 punts]

Juny - Seérie 3 - Exercici 6

b) [1,5 punts]

A partir del grafic, el
volum del tetraedre es pot
calcular directament com
el volum de la pirdmide
de base el triangle
rectangle ABC

i altura 2:

y=11ly.5]2-2
302 3

Per calcular el volum del
tetraedre, també es pot
fer servir la férmula que
'expressa com 1/6 del
producte mixt dels vectors

AB, AC, AD (en valor
absolut):

| =
| I e R )
[T \S I e}
oS O N
Il

[]

=

132



valor absolut, ;

c) [1 punt] L'equacio general del pla que ens demanen €s (prenem (0,0,2) com

punt base i (0,2,-2);(2,0,—2) com vectors directors):

X 0 2
y 2 0|=0;ésadi, -4:(x+y+z-2)=0.
z—-2 =2 =2

El pla demanat té per equacié general x + y+z -2 =0.

Qualsevol altra forma d’'equacioé també és acceptable.

d) [1 punt] La distancia de l'origen al pla x+ y +z—2 =0 és, fent servir la formula
de la distancia d’'un punt a un pla,

.28
Vil 3

També es pot fer servir el fet que sabem el volum del tetraedre és 4/3 i que el
mateix volum el podem calcular prenent com a base el triangle equilater BCD, de

costat / = 2«/5, i altura la distancia que ens demanen, d. L’area del triangle és

2
lﬁ:@:Zﬁ.Tenimdoncs 1-2«/5-61’:i = d:i:&.

4 4 3 3 V303

117. PAU 2003 - Setembre - Série 3 - Exercici 2 (Problemes)

2. Un segment d’extrems A = (5,3,1) i B = (4,2, —1) es divideix en tres parts iguals
mitjancant dos plans perpendiculars a aquest segment. Calculeu les equacions dels
dos plans i la distancia entre ells.

Es pot prendre com a vector normal 7 a aquests plans el vector BA = (1,1,2) de
forma que les equacions d’aquests plans han de ser de la forma z +y+ 2z = k, on
k és una constant diferent per a cada un d’ells. Els punts P i () que divideix el
segment AB en tres parts iguals sén

1 - 137 1 2 o 14 8 1

P=B+-BA={(—,-,— |, =B+-BA=|—,-. -

3 ( 33 3) © 3 ( 33 3)
Aleshores el pla que passa per P serd @ +y + 2z = 6(=13/3+7/3 -2 x (1/3)) i
el que passa per @ sera x +y + 2z = 8(= 14/3 + 8/3 + 2 x (4/3)).

La distancia entre aquests dos plans es pot determinar com un ter¢ de la longitud
del vector AB i, per tant, val 3

(Teniu en compte que hi ha altres maneres d’obtenir aquests mateixos resultats.)

Compteu fins a dos punts (2) pel plantejament, fins a un punt mig més (1.5)
per la determinacié correcta de les equacions dels plans (valorant si alumne ha
interpretat correctament quins sén els plans) i deixeu el mig punt restant (0.5)
pel calcul explicit de la distancia entre els dos plans. Per errors en els calculs no
treieu més d’un punt (1) del total del quatre.
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118. PAU 2003 - Setembre - Série 3 - Exercici 4 (Quiestions)

4. Considereu els punts de I'espai A = (0,—2a — 1,4a — 2), B = (1,-3,4), C =
(3,-5,3).

a)

b)

H

Comproveu que el triangle de vertexs A, B i C és rectangle en B per a qualsevol
valor de a.

Calculeu els valors de a que fan que aquest triangle sigui isésceles.

SERIE 3

LMinic que cal fer és comprovar que els vectors AB = (1,2a — 2, —4a + 6) i
CB = (2,-2,—1) sempre sén perpendiculars. Calculant el producte escalar
obtenim

AB-CB=1x2+(2a—2) x (=2) 4+ (=4a +6) x (=1) =0

que és el que voliem veure.

Alternativament, també es pot comprovar que la suma dels quadrats de les
distancies entre A i B ientre C'i B coincideix amb la distancia entre A i C' al
quadrat.

El triangle sera isosceles quan la distancia d; de A a B i la distancia ds de C
a B coincideixin. Calculant els quadrats de d; i d3 s’obté

di? =1+ (2a — 2)? + (—4a + 6)* = 20a* — 56a + 41
dy? =22+ (=2)* + (=1)* =9

Les dues distancies coincideixen quan

4
200?—56a+41=9<:>a:20béa:g

Pautes de correccié (PAU 2003) MATEMATIQUES

Compteu un punt (1) per cada apartat i valoreu-los de forma independent. Per
errors de calcul no treieu més de mig punt (0.5).

119. PAU 2003 - Juny - Série 2 - Exercici 3 (Qliestions)

r—1 y+1

3. Considereu el punt P = (5,—2,9) i la recta r : - 5= =
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a) Calculeu I'equacié de la recta s que talla perpendicularment a r i que passa
per P.

b) Calculeu el punt de tall T entre les rectes r i s.

Els dos apartats es poden repondre al mateix temps.

Els punts ) de la recta r son de la forma
Q= (1—=2X\—1—-3),6)\)

ja que aquesta recta és la que passa per (1,—1,0) i té per vector director v =
(—2,-3,6). El punt T que es vol obtenir sera el que compleixi que els vectors PT
i ¥ siguin perpendiculars. Com que per a cada un dels punts @ tenim

PQ = (—4—2X\1-3\-9+6))
la condicié de perpendicularitat s’expressara com

0=(-2) % (—4—2\) + (=3) x (1 =3)\) +6 x (=9 +6)) = 49+ 49\ & A =1

Amb A = 1 obtenim T = (—1, —4,6), PT = (—6,—2,—3) i 'equacié de la recta
perpendicular sera
r+1 y+4 2-6
-6 -2 =3

També es pot obtenir el punt 7' com el punt d’interseccié de la recta » amb el pla

perpendicular a r i que passa per P que seria el que té per equacié —2x —3y+6z =
50.

Compteu un punt per cada apartat i valoreu sobretot el plantejament de I'exercici.
No treien més de mig punt (0.5) per errors en els calculs.

120. PAU 2003 - Juny - Serie 5 - Exercici 2 (Quiestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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121. PAU 2002 - Setembre - Série 1 - Exercici 2 (Problemes)

2. Considerem el cub de vertexs A, B, C, D, E, F, GG, H que té I'aresta de longitud
4 dm.

b)

H G

A ~B

Determineu I'equacio del pla inclinat EH BC' si prenem com a origen de coor-
denades el vértex D i com a eixos de coordenades DA, DC i DH en aquest
ordre, tenint en compte que el sentit positiu de cada un d’ells és el que sortint
de 'origen D va cap A, C i H respectivament.

Calculeu les equacions de les diagonals CE i AG i utilitzeu-les per a calcular
les coordenades del seu punt d’interseccio.

Amb l'origen a D 1 els eixos tal com s’han fixat, les coordenades dels punts
E,HiBsonE=(4,0,4), H=(0,0,4) 1 B =(4,4,0). Amb aquestes dades
tindrem EH = (—4,0,0) i EB = (0,4,—4). L’equacié vectorial del pla sera
(z,y,2) = (4,0,4) + A\(—4,0,0) 4+ (0,4, —4) que correspon a y + z = 4.
Tenim els punts amb coordenades C' = (0,4,0), £ = (4,0,4), A = (4,0,0)
i G = (0,4,4). El vector director de la diagonal CE sera CE = (4,—4,4),
mentre que el de la diagonal AG sera AG = (—4,4,4) i les equacions d’aquestes
. x y—4 z . x—4 Y Z . .
diagonals seran — = —— = — i = = = —. Solucionant el sistema
4 —4 4 —4 4 4
d’equacions corresponent, les coordenades del punt d’interseccié seran (2,2, 2).

Compteu dos punts per cada apartat. Per errors de calcul resteu com a maxim un
punt. Teniu en compte en apartat b) que un error en les equacions de les rectes
donara com a resultat un punt d’interseccié clarament incorrecte, per tant mireu
de valorar independentment el calcul de les equacions i la manera de determinar

el punt d’interseccié.
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122. PAU 2002 - Setembre - Série 1 - Exercici 3 (Quiestions)

3. Comproveu que la recta que passa pels punts A = (4,0,0) i B = (0,2,2) és paral-
lela al pla d’equacié x — 3y + 5z = 2, i calculeu la distancia entre la recta i el
pla.

Un vector director de la recta és AB = (0,2,2) — (4,0,0) = (—4,2,2). El vector
v = (1,-3,5) és perpendicular al pla. Tenim AB -7 = 0. Per tant AB i @ sén
perpendiculars i AB és de T’espai director del pla. La recta i el pla sén llavors
parallels. La distancia entre la recta i el pla és la distancia d’un punt de la recta,
per exemple A, al pla que es pot calcular amb la férmula

4-3x0+5x0-2] 2

d
VI+9+25 V35

Compteu fins a un punt per la comprovacié de que la recta i el pla sén parallels i
deixeu 'altre punt pel calcul de la distancia, restant com a maxim mig punt per
errors de calcul. Encara que no es comprovi correctament que la recta i el pla
son parallels, valoreu el calcul de la distancia.
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123. PAU 2002 - Juny - Seérie 2 - Exercici 1 (Problemes)
Problemes

1. Considereu les rectes r i s amb les equacions segiients:

{ r y+3=0 Y+
T S

2 z42=0 92

0
o Wl

0
0
a) Calculeu, de cada una de les rectes, un punt i un vector director.

b) Determineu si existeix cada un dels segiients objectes i en cas afirmatiu calculeu
la seva equacio:
i) El pla parallel a la recta s que conté la recta r.
ii) El pla perpendicular a la recta s que conté la recta r.
iii) La recta perpendicular a les rectes r i s que passa per (0,0,0).

a) Solucionant els sistemes corresponents, les rectes es poden donar com
rr(my2) = ( 1L2,0)42(1/2,1/21), st (3,y,2) = (3, 1/3,0)+2(2,0,1)
Llavors un punt de r és ( 1,2,0) i un vector director (1/2,1/2,1). El punt

(3, 1/3,0) és de s i el vector director pot ser (2,0, 1).

b) i) El pla ve donat pels punts (x,y, z) amb
{:Er Y, Z) = ( 17 27 O) + A(1/2 1/2 1) + #(27 07 1)

o per lequacié © + 3y 2z = 5.
ii) Com que els vectors directors de r 1 s no sén perpendiculars el pla que
es demana no existeix.

iii) Les components dels vectors (a,b,c) que sén perpendiculars als vectors
directors de r i s han de complir

St sbte=0
2(1 2) Cc =

2a +c=0

Una solucié és (1,3, 2) i per tant la recta esta donada pels punts (z, y, 2)
de la forma (z,y,z) = A(1,3, 2).

Compteu un punt per 'apartat a) i un punt per cada un dels apartats i), ii), iii).
Per errors en els calculs no traieu més d’un punt.
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124. PAU 2002 - Juny - Série 2 - Exercici 4 (Questions)

4. Calculeu I'angle que forma el plax 2y + z = 1 amb la recta determinada per les

125.

r=1t
equacions { y=14+1
z =2

L’angle és el complementari del format per un vector director de la recta i un
vector ortogonal al pla. La recta admet com a vector director (1,1,0) i el pla té
com a vector perpendicular (1, 2,1). L’angle « entre aquests dos vectors queda
determinat per

(1, 2,1)-(1,1,0) V3
1L 2, D)][(1,1,0)] 6

i per tant o =~ 106, 77°. L’angle entre la recta i el pla sera 16, 77°.

cosox =

Valoreu sobretot el plantejament i el metode. Per errors en els calculs traieu com
a maxim mig punt. Teniu en compte que us podeu trobar amb respostes en les
que es pren com a definicié d’angle entre un pla i una recta 1’angle entre el vector
director de la recta i el vector perpendicular al pla i que, per tant, una resposta
coherent amb aquesta definicié s’ha de considerar correcta.

PAU 2002 - Juny - Série 3 - Exercici 3 (Qliestions)
Considereu els plans d’equacions: 71 : x+2y—z=3 im:ar+(a—2)y+2z = 4.

a) Hi ha algun valor del parametre a per al qual la interseccié dels plans w1 1 o
no és una recta?

b) Calculeu un vector director de la recta que s’obté quan es fa la interseccié de
7 1 me per al valor del parametre a = 0.

a) Dos plans tenen com a interseccié una recta o sén parallels (aixd inclou el fet
que considerem el mateix pla dues vegades). Els plans m; i m2 seran parallels
quan els seus vectors perpendiculars (1,2, —1) i (a, (a — 2),2) siguin propor-
cionals. Aix0 només passa si a = —2.

b) Sia =0 tenim els plans x4+ 2y —z = 3 i —2y 4+ 2z = 4. Solucionant el sistema
d’equacions corresponent veurem que la recta interseccié d’aquests dos plans
es pot donar com els punts (z,y,z) amb x =7 — 2 iy = z — 2, que és una
recta que passa per (7, —2,0) i té com a vector director (—1,1,1).

Compteu un punt per cada apartat. Valoreu sobretot el coneixement que es
demostri de la discussié de sistemes d’equacions lineals. Per errors en els calculs
no resteu més de mig punt.
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126. PAU 2002 - Juny - Série 3 - Exercici 4 (Questions)

4.

-
. , . y—>5 z—
Considereu la recta r d’equacions: x — 1 = ral 1 Calculeu els punts

d’aquesta recta situats a distancia 3 del punt A = (1,0,1).

La recta r també es pot escriure com els punts (z,y, z) que compleixen y = —3x+8
iz = —4x + 11. Els punts de r que estan a distancia 3 de A hauran de complir
(x —1)% + (=32 + 8)? + (—4x + 10)? = 9. Desenvolupant els quadrats quedari
1322 — 64z +78 = 0, que té com a solucions x = 21z = 3. Aquestes dues solucions
corresponen als punts (2,2,3) i (3, —1, —1) respectivament.

Compteu fins a un punt i mig per I'expressié correcta de la distancia dels punts
de la recta al punt A i deixeu el mig punt restant pels calculs finals.

127. PAU 2001 - Setembre - Série 4 - Exercici 1 (Quiestions)

Questions

Determineu per a quins valors del parametre a el pla 7 : ax +2y+z = a és parallel
z—ay+z=1
ar+z=a+1

a la recta r :

Si considerem el sistema d’equacions que té per equacions les del pla 7 i la recta r

ar+2y+z=ua
r—ay+z=1
ar+z=a+1

la recta r és parallela al pla 7 per als valors de a pels quals el sistema és incompa-
tible. El determinant de la matriu de coeficients d’aquest sistema val 2a — 2, que
s’anulla per a a = 1. Quan a # 1 el sistema és compatible determinat, mentre
que quan a = 1 resulta el sistema incompatible. Per tant, a = 1 és I'inic cas per
al que la recta i el pla sén parallels.

Valoreu si es coneix la condicié de parallelisme en termes de resolucié de sistemes
d’equacions lineals i el metode utilitzat per a discutir el sistema, encara que els
calculs no siguin del tot correctes. Si els errors sén purament de calcul, traieu com
a maxim mig punt.

140



128. PAU 2001 - Setembre - Série 4 - Exercici 2 (Problemes)
2. Sigui 7 el pla d’equacié © —y + 2z =31 P el punt (1,1,0).

a) Calculeu la distancia d de P a .

b) Determineu 'equacié de I'altre pla ' parallel a m que també dista d del punt

P.
¢) Determineu 'equacié de la recta r perpendicular a m que passa per P.

d) Calculeu la interseccié de la recta r amb el pla 7.

a) Si apliquem la férmula de la distancia d'un punt a un pla tenim

I x1-1x14+2x0-3] 3 3

NiEaey s Bl b

b) El pla 7’ tindra una equacié de la forma = — y + 2z + k = 0. Aplicant un altre
cop la férmula de la distancia d’un punt a un pla volem

1-1+2x0+k 3

V6 V6

Per tant |k| = 3, com que el pla 7 és el que té k = —3, el pla #’ tindra per
equacid r —y+2z+3=0.

¢) El vector director d’'una recta perpendicular a 7 és (1, —1,2). Les equacions

de r seran
r—1 y—1 =z

1 -1 2

d) La interseccié de r i w s’obté solucionant el sistema d’equacions

r—1=—y+1

1

r—1==z
2
r—y+2z2=3

La solucié d’aquest sistema és © = 3/2, y = 1/21i z = 1. Es a dir, el punt
d’interseccié és (3/2,1/2,1).

Compteu un punt per cada apartat, puntuant cada un d’ells independentment dels
altres i no traieu més de 1 punt del total de 4 per errors de calcul.
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129. PAU 2001 - Juny - Série 2 - Exercici 3 (Questions)
3. Donats els punts de I'espai A= (2,0,0), B=(0,1,0)iC = (0,0, 3).

a) Determineu I'equacié del pla m que els conté.

b) Calculeu I'equacié de la recta r perpendicular al pla 7 1 que passa per 'origen.

a) L’espai director del pla w esta determinat pels vectors B A = ( 2,1,0) i
C A={( 2,0,3). L'equacié del pla que passa per A = (2,0,0) i té aquest
espai director és

3r+6y+2z 6=0

b) Un vector perpendicular al pla 7 és (3,6,2). Les equacions de la recta amb
aquest vector director que passa per 'origen son

Compteu 1 punt per cada apartat, donant com a bones qualsevol de les diferents
equacions que poden determinar el pla i la recta. Traieu com a maxim mig punt
del total de 2 per errors de calcul.

130. PAU 2001 - Juny - Série 5 - Exercici 1 (Problemes)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

131. PAU 2000 - Setembre - Série 2 - Exercici 2 (Problemes)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

132. PAU 2000 - Setembre - Série 2 - Exercici 3 (Quiestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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133. PAU 2000 - Setembre - Série 6 - Exercici 1 (Problemes)

1.

2)

0

Com que el punt P = (1, 1, 3) no compleix I'equaci6 del pla, la recta r no
podra mai estar continguda al pla. Podria ser parallela al pla quan @ fos
perpendicular al vector (2, 1, —1) (vector perpendicular al pla). Aixd passa
quan

(1-a,a,1)-(2,1,-1)=0.

Es a dir, quan a = 1. Per tant, si @ = 1 la recta és parallela al pla, isia # 1
la recta talla el pla en un punt.

r només pot ser perpendicular al pla 7 si ¥ és proporcional a (2, 1, —1). Es

a dir, si
l—a «a 1

2 1 -1
De Tiltima equacié s’obté a = —1. Perd per a aquest valor de a no es
compleix la primera equacio. Conclusid: no hi ha cap valor de a per al qual

la recta és perpendicular al pla.

La distancia de P al pla es pot calcular per la férmula:

C2x1+41x1-1x3-1 1 6

i R S

VEAFTF1 V6 6

Compteu 1,5 punts per I'apartat (a), 1,5 punts per (b) i 1 punt per (c).

134. PAU 2000 - Setembre - Série 6 - Exercici 3 (Quiestions)

3.

Un punt P qualsevol de la recta serd (1, =1+ A, 1+ A). El vector P — A sera,
doncs, (0, A—1, A+2). Imposem que aquest vector sigui perpendicular a (0, 1, 1).
Tindrem:

0=00,1,1)-(0,A=1,A4+2)=A=1+A+2=21+1,

d'on A = —1/2. Per tant P = (1, =3/2,1/2).

Aquesta qiiestié val 2 punts. Atorgueu-los segons els vostre criteri en funcié del
que hagi fet cada alumne.
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135. PAU 2000 - Juny - Série 1 - Exercici 2 (Problemes)

2. (a)

(c)

(d)

= (1,2,3) és vector perpendicular al pla 7 i sera director de la recta per-
pendicular a 7 que, en passar per P = (2,1, 1), té les equacions
r—2 y—-1 =z-1
123

Un vector director de r (d’equacions parametriques z = 2z — 3, y = z + 4,
z=2z)és ¥ = (2,1,1), i serd perpendicular al pla, que tindra una equacié
general del tipus 2z + y 4+ z = d. En passar per P = (2,1, 1), necessariament
d = 6 1 'equacié d’aquest pla és 2z +y + z = 6.

Determinem un punt @ de r (per tant, Q = (22— 3, z+4, z)) tal que el vector
PQ = (22—=5, 243, z— 1) sigui ortogonal al vector director de r, ¥ = (2,1, 1).
La condicié d’ortogonalitat entre PQ) 1 ¥ és

4z —10+24+3+2—-1=0,

que déna z = 4/31 PQ = (=7/3,13/3,1/3).
La recta buscada passa per P = (2,1,1) i té el vector director PQ. Unes
equacions per a ella son

-7 13 1
Un vector director w = (a, b, ¢) ha de ser ortogonal a (1,2,3)1a (2,1,1). Es
pot trobar com a una de les solucions no nulles de (a,b,¢)-(1,2,3) = 0 i

(a,b,¢)-(2,1,1) = 0, i també com a producte vectorial
@ = (1,2,3) x (2,1,1) = (—1,5, —3).

La recta passa per (2,1,1) i per tant admet les equacions

Compteu un punt per cada apartat.

136. PAU 2000 - Juny - Série 3 - Exercici 2 (Problemes)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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