Matematiques

Funcions (estudi i representacio)

Solucions - 18 exercicis

Proves d'accés a la universitat (PAU) de Catalunya. Ordenats del més recent al més antic.
Retalls dels examens i pautes oficials (selecat.cat / universitats.gencat.cat).



1. PAU 2024 - Setembre - Série 3 - Exercici 1

1.
(a) La funcié f(x) és polinomica i, per tant, continua en tots els reals. Com que
f(=2)=3-(-2)1%+5-(-2)*+2<0,
f(O)=3-0B+5-(0)3+2>0.

podem aplicar el Teorema de Bolzano i la funcié f(x) s’anul-la forcosament en algun
punt de l'interval [—2,0]. Per trobar un interval de longitud 0.5 només cal temptejar uns
quants intervals més petits; com que

f(-D)=3-(-D¥+5-(-1)*+2=-6<0,
I'arrel pertany a l'interval [—1, 0]. |, finalment, com que
f(=0.5) =3-(=0.5)13 +5.(=0.5)3 + 2 = 1.374.. > 0,
I'arrel pertany a l'interval [—1, —0.5].

(b) Per analitzar el creixement i decreixement de la funcid f(x), calculem la seva
derivada f'(x) = 39x% + 15x2: com que tots els exponents son parells, f'(x) mai és
negativa i, per tant, la funcié f mai decreix. En particular, no té cap maxim ni minim.
Per altra banda, la funcid, que és polindmica, no té asimptotes ni discontinuitats. En
definitiva, la seva grafica només pot tenir un Unic punt de tall amb I'eix d'abscisses que
es troba, com hem dit, a l'interval [—1,—0.5].

Criteris de correccio: (a) Compteu 0.25 per justificar que es pot aplicar el Teorema de
Bolzano, 0.5 per veure que hi ha una arrel a l'interval [—2,0] i 0.5 per afinar fins a un
interval de cinc decimes d’amplada. (b) Compteu 0.25 pel calcul de la derivada, 0.25
per deduir que es tracta d’'una funcié creixent, 0.25 per dir que no té maxims ni minims,
i 0.5 per justificar que hi ha una unica arrel.



2. PAU 2022 - Juny - Série 5 - Exercici 6
a)

Per a que el programa pugui trobar una solucié a una equacié f(x) = 0 entre ai b cal
que la funcioé f{x) compleixi el teorema de Bolzano, és a dir que la funcié sigui continua
en [a, b] i que f(a) i f(b) siguin de signe diferent, és a dir que f(a)-f(b) < 0. En aquest
cas el teorema de Bolzano ens assegura |'existéncia d’una arrel dins l'interval

(a, b).

En I'exemple concret en el que s’ha aplicat el programa, podem veure que la funcio
f(x) = x + In(x) és continua en l'interval [0,5, 2] ja que és la suma de dues funcions
continues en aquest interval, concretament una funcié polindmica de primer grau i la
funcid logaritmica que és continua en tot el seu domini Dom(In(x)) = (0, +). Veiem
també que f(0,5) - f(2) = (0,5 + In(0,5)) - (2 + In(2)) < 0 la qual cosa demostra que
existeix una solucié de I'equacié en [0,5, 2].

El que fa el programa és trobar el punt mig c entre els valors ai b, i buscar en quin
interval canvia de signe la funcio; si ho fa a l'interval [a, c] el que fa és prendre com a
nou valor de b el punt mig ¢, i d'aquesta manera tenim un nou interval [a,b] que torna a
complir el teorema de Bolzano, ja que la funcié canvia de signe i és continua en aquest
nou interval. En el cas en que el canvi de signe es produeixi a l'interval [c, b], el que es
fa és prendre com a nou valor a el punt mig c¢. En aquest cas també teniu un nou
interval [a, b] que compleix el teorema de Bolzano. En un i en I'altre cas reduim a la
meitat 'amplada de l'interval inicial. Repetint aquests passos diverses vegades
aconseguirem apropar tant com es vulgui els valors de ai b obtenint aixi una
aproximacio de l'arrel que, pel teorema de Bolzano, esta garantida en aquest interval.



b)

Les funcions polinomiques sén continues, per tant, només necessitem trobar entre
quins valors es troben les arrels. Una possibilitat seria comencgar a fer una taula de
valors exhaustiva fins trobar alguns valors en els que la funcié canvia de signe i a partir
d'aqui contestar la pregunta, perd la millor manera de trobar els valors entre els que hi
ha solucid, i estar segur de que aquesta solucid és Unica és fer una taula de
comportament identificant els seus extrems relatius, en aquest cas f'(x) = 3x? — 6x =

3x(x —2)=0donveiemquex =0ix = 2.

/1N

Fent una taula de comportament:

X (—0o0,0) (0,2) 2 (2, +o0)
f creix decreix | -3 | creix
fr ]+ - 0 +

Aquesta taula de comportament ens indica que el polinomi tindra una arrel entre 0 i 2,
ja que en aquest interval la funcié és continua i canvia de signe, i també hi haura una
solucié abans de 0 i després de 2. Com que en aquestes tres intervals la funcié és
monotona (la derivada ja no canvia de signe) 'arrel sera unica en cada un dels
intervals. Ara només cal trobar un valor anterior a 0 i un posterior a 2 en els que la
funcid canvii de signe.

Perexempleperax =—-1,f(-1) =-3<0iperax=3,f(3)=1>0.

Com a conclusié

el programa podra trobar tres solucions, una en cada un dels|

intervals [—1,01, [0,2] i [2, 3],




3. PAU 2021 - Juny - Série 2 - Exercici 6
a)
[1,25 punts]

La funcio és continua per ser la suma de dues funcions continues, I'exponencial i una
polindbmica de primer grau.

Per analitzar-ne la monotonia estudiarem el signe de la derivada:
fl(x)=e*1—1=0 pertante* ! =1donx—1=0i,aixi, x = 1 és un punt critic.

Fem la taula de comportament

¥ (—c0, 1) 1 (1,4+=)

\ :
Fi(x) - 0 + : -1&\1/
!

f(x) | decreix -1 | creix

La funcié té un minim relatiu (i absolut) en el punt (1, -1),
€s monotona decreixent en l'interval (—oo, 1) i monotona creixent en linterval (1, +«).
b)

[1,25 punts]

Per demostrar si la funci6 té o no arrels aplicarem el teorema de Bolzano. En aquest
cas la funcié és continua en tots els reals, per tant, ho és en qualsevol interval tancat,
concretament en l'interval [—1,3].

Els tots dos extrems de l'interval la funcio és positiva:
f(-1)=e2>0if(3)=e2-4>0

Per altra banda, sabem que f(1) < 0 ique enx = 1 la funcid té un minim absolut.
Aixi, pel teorema de Bolzano, podem afirmar que:

¢ existeix una arrel en l'interval obert (—1,1). Aquesta arrel és Unica ja que la
funcié és monodtona decreixent en aquest interval.

e existeix una altra arrel en l'interval (1,3) que també és Unica per ser monotona
creixent en aquest interval.

Aixi no pot existir cap altra arrel d’aquesta funcié en l'interval donat.



Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per justificar la continuitat.

0,25 punts pel calcul de la derivada.

0,25 punts per trobar I'abscissa del punt critic.

0,25 punts pels intervals de creixement i decreixement.

0,25 punts per justificar el minim relatiu.

0,25 punts per mencionar les hipotesis del teorema de Bolzano.
0,5 punts per justificar I'existéncia de dues arrels.

0,5 punts per la unicitat en cada interval a partir de la monotonia.



4. PAU 2019 - Juny - Série 1 - Exercici 4

B 2% —5x+4

4. Considereu la funcié f(x) 1
—x

a) Calculeu-ne el domini i estudieu-ne la continuitat. Té cap asimptota vertical?
[1 punt]

b) Observeu que f(fZ) = %,f (O) =4 i f(2) =—10. Raoneu si, a partir d’aquesta

informacid, podem deduir que 1'interval (—2,0) conté un zero de la funcio.

Podem deduir-ho per a I’interval (0,2) ? Trobeu un interval determinat per dos

enters consecutius que contingui, com a minim, un zero d’aquesta funcié.
[1 punt]

Resolucio:

a) En tractar-se d’una funcio que és quocient de dos polinomis, el domini d’aquesta
funcié soén tots els nombres reals excepte els que anul-len el denominador:
I-x=0—x=1.

Per tant, Dom f = R—{1} = (—c0,1)U(L,+o0).

La funcié f és continua en tot el seu domini ja que €s quocient de polinomis, que
s6n funcions continues.

L’anic punt on pot presentar una asimptota vertical €¢s en x=1 i, efectivament, ho
€s ja que:

. 2x —5x+4
im—— =
x> 1—x

22X =5x+4
lim— =

x—-1" 1—x

+00

b) La funcié presenta una discontinuitat asimptotica en x=1. Podem aplicar el
teorema de Bolzano per determinar un interval que contingui un zero de la funcié,
perd aquest interval no pot contenir x=1.

Aixi doncs, quan apliquem el teorema de Bolzano a I'interval [-2, 0], podem

afirmar que la funcid té un zero a I’interval (—2, 0) ,jaque f(—=2) - f(0) < 0 pero

no ho podem afirmar en I’interval (0,2) , ja que aquest interval conté el punt de

discontinuitatx =1.



Avaluant la funcié per a x=—1, tindrem ’interval demanat:

f(—2)—§<0

— Per tant, aplicant el teorema de Bolzano a I’interval

7
—-1)==>0
F(-1)=1
[-2.-1], I'interval (—2, —l) conté un zero de la funcié.

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts pel domini.
0,5 punts per la continuitat.
0,25 punts per I’asimptota

Observacio: Cal explicitar els limits laterals per a determinar ['asimptota
b) 0,25 punts per fer servir el teorema de Bolzano.

0,5 punts per raonar que la funcié té un zero en un interval perd no en I’altre.
0,25 punts per trobar I’interval d’extrems dos enters consecutius.



5. PAU 2018 - Juny - Série 5 - Exercici 3

3. Siguila funcié f(x) = a-e™**’* amba #0ib # 0.
a) Calculeu els valors de ai de b que fan que la funcié tingui un extrem relatiu en
el punt (1,e).

[ punt]

b) Per al cas a =3 i b =25, calculeu I'asimptota horitzontal de la funcié f quan x
tendeix a +co.

[1 punt]
Resolucio:

a) Per tal que la funcié tingui un extrem relatiu en el punt (1, e) cal que la derivada
primera de la funcié f s'anul.li en el punt d’abscissa x = 1 i que la imatge de la funcié
en aquest punt siguie, ésadir, f'(1) =0i f(1) =e.

fO)=a-e > b
f'(x) = a(—2x + b)e~**+bx
f'(1) =a(-2+b)e 1+ =0

f) =ae P =e¢

De la primera igualtat com que e~*? % 0 aleshores deduim que a = 0 0 b = 2. Ara bé,
si a=0= f(x) =0, per a qualsevol valor de x, per tant tenim que i si
substituim a la segona equacio obtenim f(1) = ae 1*? = ae = e d’'on deduim que
a=1|

b)  Sia=3ib=05aleshores tenim f(x) = 3- e * *5%,

Per a calcular I'asimptota horitzontal quan x tendeix a +o., hem de calcular
limy 400 f ().

lim f(x)= lim 3-e ¥ *5* =3.¢ % = .
x—+o00 x—+oco

Per tant, la funcié [t¢ una asimptota horitzontal en I'eix de les x’s, y = 0|.

Apartat a)

0,25 punts per la derivada de la funcié.

0,25 punts pel plantejament del sistema a resoldre.
0,25 punts pel calcul d’un parametre.

0,25 punts pel calcul de l'altre parametre.

Apartat b)

0,25 punts per plantejar el limit a calcular.

0,5 punts pel calcul del limit.

0,25 punts per I'asimptota horitzontal.



6. PAU 2015 - Setembre - Série 5 - Exercici 3

3. Sigui la funcié f(x) = e* — x — 2.
a) Demostreu que la funcid f t€ una arrel (un zero) en I'interval [0, 2].

[1 punt]

b) Comproveu que la funcié és monoOtona en l'interval [0, 2], i calculeu les
coordenades dels punts minim absolut i maxim absolut de la funcié en aquest
interval.

[1 punt]
Resolucio:

a) Observem que la funcié f'és continua en tot el seu domini ja que és combinacid
lineal de funcions continues com I’exponencial i els polinomis. Es suficient observar
f(0)=e"-0+2=1-2=-1<0
fRQ)=e?—-2-2=¢e2-4>0
2] i aplicant el Teorema de Bolzano hi haura algun punt a (0, 2) en el qual la funcié

que } 1 per tant per continuitat en 1’interval [0,

s’anul.la com I’enunciat ens demana que demostrem.

b) La derivada de la funcié f és f'(x) =e* — 1. Observem que f* s’anul-la
tinicament per a x = 0 i que és estrictament positiva a I’interval (0, 2], ja que e* > 1
quan x > 0. Per tant la funcié f és creixent en I'interval [0, 2] i aleshores prendra el
minim absolut en I’extrem inferior, x = 0, 1 el maxim absolut en I’extrem superior, x = 2,
de I'interval.

Aixi doncs tindrem: |Irn’nirn absolut m = (0,—1) i maxim absolut M = (2,e? — 4)|

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per I’argument de continuitat de la funcid.

0,25 punts pels calculs de f(0) 1 f(2).

0,5 punts per I’aplicacié del Teorema de Bolzano.

Apartat b)

0,25 punts pel calcul de la funci6 derivada.

0,25 punts pel signe de la funcié derivada i la deduccié de la monotonia.
0,25 punts pel punt m. (ambdues coordenades)

0,25 punts pel punt M. (ambdues coordenades)

10



7. PAU 2012 - Setembre - Série 4 - Exercici 2

az?
x40’

(a) Determineu si té alguna asimptota vertical, en funcié del parametre b.

2.- Sigui f(z) = en qué a #0.

(b) Indiqueu el valor dels parametres a i b perqué la funcié f(x) tingui la rectay =2z — 4
com a asimptota obliqua a +co.

1 punt per cada apartat
P I I
Solucioé

(a) La funcio, per ser racional, pot tenir una asimptota vertical en el valor de la variable z que anulli

1 1 1 T

2 2
) , ax ab ) TN N - .
» Sib#0, lim = — = oo (el signe d’aquest “limit” depén de si es realitza per la dreta o
z——bx+0b 0
per l'esquerra, perd no ens interessa). En aquest cas, la recta @ = —b és una asimptota vertical.
) 3 ax? . ax? , -, . . .
= Sib=0, lim = lim — = lim ax = 0. Llavors, la funci6 no té cap asimptota vertical.
r——bx + 0 z—0 X x—0

(b) Solucio 1

Una asimptota obliqua al +oo és de la forma y = mz + n amb

. flx) )
m = lim i n= lm (f(x)—mz).
T—+0o0 I T—+00
En el nostre cas,
ax?
; z+b , az?
s o= lim —— = Ilim — - —a
r—o+00 I r——+oo0 1% + bx

i ax? i —abx
» = lm —ax | = lm = —ab.
rz—+oc \ x + b z—+oc x + b

Si I'asimptota obliqua a 400 ha de ser y = 22 — 3, cal que a = 2 1 —ab = —4. Per tant, la resposta és

a=21b=2.

Solucio 2

Com que la funcié donada és racional, podem efectuar el seu quocient, obtenint que

ax? b ab?
=axr —ab ,
r+b T+b’
d’on I'asimptota obliqua és ¥y = ax — ab. Llavors, a = 21 —ab = —4 1 es segueix igual que abans.

1"



8. PAU 2010 - Setembre - Série 2 - Exercici 1

323 — 5r — 2

1.- Trobeu les asimptotes de la funcié f(x) = .
22 —4x -5

[2 punts|

Solucio

Comencem buscant les asimptotes verticals. Per fer-ho, igualem el denominador de la funcidé a zero i
resolem l'equacid resultant.

44 /42 —4.(-5 4+6
22 —4r—5=0 < z= 5 ( ): 5 = x=5 0 xz=-—1.
Aixo ens indica que les possibles asimptotes verticals son @ =5 i & = —1. Comprovem si ho s6n o no.

323 — By — 2 B 348 B

= —00 ;

32 —br—2 348
lim = = +00.

» lim e e i
5t 12 —4dx —5 0+

s w2 —4r—5  0—

. 3x3—5x—2 0 . (r+1)(32% - 32— 2) 2
lim S = = = lim =
z—=—1 2 —4x —5

0

z——1 (z+1)(x=05) 3
O sigui, la funcié té una sola asimptota vertical, z = 5.

o 323 —bx—2

Com que lim ————
o oo pf—Axr -5
la funcié no té asimptotes horitzontals.

= o0 (ja que el grau del numerador és superior al grau del denominador),

Finalment, busquem si la funcid té asimptotes obliqiies. Recordem que son de la forma y = mx +n on

m = lim f(2) in= lim (f(z) — m-x). En el nostre cas,
r—oo T—00
323 — br — 2 313 — 51— 2 1222 + 10z — 2
m = lim i 3 1 n=lim or TorT e 3z | = lim H_—I =12.
z=o0 p3 — 4z? — B oo\ z2 —4x —5 =0 g2 _—4r—5

L’asimptota obliqua és y = 3x 4 12.

12



9. PAU 2010 - Juny - Série 5 - Exercici 3

3.- Determineu el valor dels parametres a, b i ¢ perqué la grafica de la funcié f(x) =
a sigui la segtient:

22 4+br+c
| l
| |
| |
| |
| |
| |
. I
I

-3 } il

I
| SR
! I
! I
! I
! 1

[2 punts]

Solucié

Es evident que la funcié té dues asimptotes verticals, z = —3 i z = 1. Aixo vol dir que el denominador

de la funcié s’ha d’anul-lar per aquests valors. Arribem, doncs, al sistema

9—Sb+(10}
1+b+e=0

que té per solucid b =2, ¢ = —3.

També es pot resoldre aquest trog de la qiiestio adonant-se’'n que el denominador ha de ser

Ara solament cal fer passar la funcié pel punt (-1, —2).

a
(—1) = -2 <= =—-2 << a=38.
J(=1) (C12+2(-1) -3 ‘
Aixi el valor dels parametres és a =8, b =2, ¢ = —3.

Observem que no hem utilitzat en cap moment que el punt (—1, —2) és un maxim relatiu de la funcio.
Si es vol, es pot comprovar que efectivament és aixi.

16(1 + )

fi(@) = (22 + 2z — 3)2 = f(-1)=0.

Amésamsés, f'() >0s1 3 <zx<—11f(z)<0si—1<z<l.

13



10. PAU 2009 - Setembre - Série 1 - Exercici 5

PROBLEMES

23

5.- Considereu la funcié real de variable real f(x) = — 1
xre —

a) Trobeu-ne el domini.
b) Calculeu I'equacié de les seves asimptotes, si en té.

c) Estudieu-ne els intervals de creixement i de decreixement, aixi com les abscisses dels
seus extrems relatius, si en té, classificant-los.

[0,5 punts per Papartat a; 1,5 punts per apartat b; 2 punts per l'apartat |
Solucid

a) No son del domini solament els valors de la variable x que anul-len en denominador. Per tant,
Domf =R\ {-1,1} = (—o0,-1) U (—1,1) U (1, +oc).

b) Asimptotes verticals. Com que

i 2% -1 I 223 -1 n

m —-—X=——7"=—- m —-—X— =—= o,

s 1-x2—1 0t ’ es—1+x2—1 00—

podem assegurar que la recta x = —1 és una asimptota vertical. Paral-lelament, es comprova que x = 1

també és una asimptota vertical.

Asimptota horitzontal. El fet de qué liI)n f(x) = oo (ja que el grau del numerador és major que el grau
T o0

del denominador), ens assegura que no hi ha asimptota horitzontal.

Astmptota obliqua. Es de la forma y = mx + b amb m = lim f(@) ib= lim (f(x) —m=z). En el nostre
r—0o0 T T—00
cas,
3 223 3 243
m= lim — =2 b= lim —2x ) =0.
a0 33 — g a—oo \ 22 — 1
Aixi, tenim asimptota obliqua, d’equacio y = 2.
. VR 21 — 62
¢) La derivada de la funcio és f'(x) = W que val zero quan x = 0, © = —/3 0 & = /3.
T2

Marquem, a la recta real, els punts que anul-len la primera derivada i els que no sén del domini,

| | Il Il
T T T T

3 -1 0 1 V3

Aixi, la recta real queda dividida en sis intervals: (—oo, —v/3), (—v/3,—1), (=1,0), (0,1), (1,+/3) i

(v/3, +0oc). Busquem el signe de la primera derivada en un punt de cada un d’aquests intervals,

f(=2) > 0; f/(=1,5) < 0; f(=0,5) <0; f(0,5) <0; f/(1,5) <0; f'(2) >0.

I’esquema de signes per la primera derivada és

14



Per tant, la funcio f(z)
= és creixent a (—oo, —v/3) U (V/3, +00);
= és decreixent a (—v/3,—1) U (—1,1) U (1,v/3);
= té un maxim quan r = f\/gg

» té un minim quan xr = V3.

Encara que en el problema no es demana, la grafica d’aquesta funcio (amb indicacio de les asimptotes)
és, aproximadament,

20}
10
5 10
11. PAU 2008 - Setembre - Série 4 - Exercici 5
PROBLEMES
5.- Definim les funcions f(x) = # ig(x)= # .
a) Comproveu que [g(x) —[f(x)]F =1.
b) Comproveu també que f'(x) = g(x) i g'(x) = f(x).
c) Comproveu que f(x+ y) = f(x)-g(y)+ f(y)  g(x).
d) Calculeu Jﬂ% dividint per ¢* el numerador i el denominador; amb un
procediment similar (pero no igual), trobeu Xﬂ)@x%.

PUNTUACIO: 1 punt cada apartat.

15



Es tracta simplement de fer les operacions indicades,

2 2
2 2 |[e+e” ex—e”
—[f - —
[9()F ~[£(x)] 5 ] 5 ]
B eZX +2exefx + e—2x B eZX _2gXe~X + efzx B 4e¥—X B 4—1 1
- 4 4 T4 4

Recordant les propietats de la derivada, tenim

e —e*| De*-e¥) e -e - (-1) e +e*

e Dfx)=D 5 = 5 = 5 =7 =g(x)
et te* De*+e ™) e t+e (1) e -e*

e Dg(x)=D 5 = : = 5 =— = f(x)

eXty _ e—(x+y)

2
fent els calculs del membre de la dreta de la igualtat

Observem que f(x+y)= . Intentarem arribar a aquesta expressio

ef—-e* e¥+eV -t ef+e¥

f(x)-g(y) + f(y)-g(x) =

2 2 2 2
ex+y + exfy _ equLy o efxfy ey+x + ey—x o e—y+x _ e—yfx
= +
4 4
2eXtY _2ag X ¥ Xty _ ef(x+y)

El calcul d’aquests limits no es pot fer utilitzant la regla de 'Hopital degut a qué la
derivada de la funcié exponencial és ella mateixa. La forma de calcular-los consisteix
en dividir numerador i denominador pel factor adequat (aquell que fa que el quocient
sigui una indeterminacio del tipus oc/ oo ). Aixi,

e¥—e”*
Cf(x) . e —eX . ex  1_e?™ A
|Imgz lim i: lim e _ lim e _ +0:1
x=og(X)  xmxeX feX  xm @X pe ¥ xoxife 1-0

S

e¥—e*
¥ g X o ax 2x _ _

im 1) €7 e iy & 101

xo—x g(X)  xo-xeX e X xo-x @f fe X xo—og?X 41 041

eX
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12. PAU 2006 - Juny - Série 1 - Exercici 4
X =4Xx+1

4.- Trobeu el domini i les asimptotes de la funcié definida per f(x) = 1
x -

El domini de la funcié és (—e,1) U (1,0).
La funci6 té per asimptota vertical la recta x =1, corresponent a la discontinuitat.
D’altra banda,

2_ f—
jim L) i X2 im (R0 - x) = lim X

X—yteo ¥ X—teo X2 - X X—>teo x—keo ¥ — 1

Per tant, y=x-3 és una asimptota obliqua a dreta i esquerra.
0.5 punts per identificar domini.
0.5 per 'asimptota vertical.

0.5 pel pendent de I'asimptota obliqua.
0.5 per l'ordenada a l'origen.

13. PAU 2006 - Juny - Série 3 - Exercici 5

PROBLEMES

-3.

2
5. Donada la funcio f(x)=e X 2%

a) trobeu el seu domini i les possibles interseccions amb els eixos;
b) trobeu els intervals on creix i decreix i els extrems relatius;

c) trobeu les possibles asimptotes;

d) feu la representacio grafica de la funcid.

a) El domini de la funcié és tot R .

—x%-2x

Com que € =0 no té solucio, la funcié no talla F'eix horitzontal.

Donat que f(0) =1, la funcid talla I'eix vertical en el punt (0,1) .

2 2
b) La derivada és f'(x)=e X 2 (2x+2)=2¢"" tex (1- x). Llavors, la derivada només s’anul-la
quan X =1. Per qualsevol valor de x inferior a 1 la derivada és positiva i en qualsevol superior és
negativa; per tant, la funcié creix a (—ee,1), decreix a(1,e°) i, com a conseqiiéncia, el punt (1, e) és un

maxim relatiu.

o) lim e *2X = |im g ¥ *2x

X—yoo X——oo
funcié no té altres asimptotes.

d) La representacio grafica és

2.5

2

1.5

%
-1 1 2 3

1 punt cada apartat.

=0. Per aixd0 y =0 és asimptota horitzontal en ambdds costats. La
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14. PAU 2003 - Juny - Série 5 - Exercici 1 (Problemes)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

15. PAU 2002 - Juny - Série 3 - Exercici 2 (Qliestions)
242 — 3kx
2. Determineu el valor que ha de tenir k perqué la funcié f(x) = 2w —dkx+5
tingui limit quan x tendeix a 2 (és a dir, existeixi lim2 f(x)) 1 calculeu el valor que
Tr—

tindra aquest limit.

El polinomi 222 —3kx +5 s’ha d’anullar per a x = 2. Llavors 2x22 -3 xkx2+5 =10

1 1 D
ik= FS Ara tenim f(z) = 222 — ?3:1; +5=2(x—-2)(z— i) i per tant

5

. . o, 3
lim f(z) =22 -7 =3

Compteu un punt per la determinacié del valor de k (el punt fonamental és saber
que el valor del polinomi en z = 2 ha de ser 0) i I'altre punt pel calcul del limit.
No traieu més de mig punt per errors en els calculs.

16. PAU 2001 - Juny - Série 2 - Exercici 2 (Problemes)

2
. S ¢ 2z
2. Considereu la funcio: f(r) = ——
202+ 1
a) Determineu les seves asimptotes.
b) Calculeu els intervals on creix i on decreix i els extrems relatius.

¢) D’acord amb els resultats que heu obtingut, dibuixeu aproximadament la seva

grafica.

d) Fixant-vos en la grafica anterior, expliqueu quina seria la grafica de la funcié
g(z) = f(z)+ 3 (feu-ne un esquema). En quins punts té maxims la funcio
g(x)?
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a) Com que el denominador 2z + 1 no s’anulla per a cap valor de x, no hi ha
cap valor b per al que lini f(x) sigui infinit. Per tant, no hi ha cap asimptota
xr—s
vertical.
Esté lim f(x)= lim f(x)= 1/2. Per tant la recta y = 1/2 és asimptota
r——+00 T—00
horitzontal de la grafica de f(z) quan x tendeix a +o00 i també quan x tendeix

a 00

b) Tenim

202+ 2 1
J" - —
f(@) (222 +1)?
de forma que f'(z) =0perax = 1iperax=1/2. Elssignes de f'(x) seran

e Positiu quan z < 1 (i f(x) és creixent).
e Negatiu quan 1 <z < 1/2 (i f(x) és decreixent).
e Positiu quan = > 1/2 (i f(z) torna a ser creixent).
A més, podem afirmar que hi ha un maxim local en el punt d’abscissa x = 1

i un minim local en el d’abscissa x = 1/2.

¢) Les informacions que hem obtingut permeten deduir una grafica per a f(x) de
la forma seglient

-0.4

d) Tenint en compte el canvi de signe i la translacié que produeix la suma de 3
unitats, la grafica de g(x) sera de la forma

4 E 2 4
que tindra per asimptota horitzontal la recta y = 3+ (1/2), un minim local
en xr = 11iun maxim local en x = 1/2.

Compteu fins a 1 punt en cada apartat. En 'apartat a) compteu 1 punt si s’ha
calculat I'asimptota horitzontal i s’ha explicat que no hi ha asimptotes verticals.
En TI'apartat ¢) valoreu principalment la coheréncia amb els resultats obtinguts
en els apartats anteriors. En 'apartat d) teniu en compte que I'enunciat demana

explicitament que la grafica de g(x) es dedueixi de la grafica de f(x), el que s’ha de

valorar, doncs, és com es relacionen les grafiques de f(x) i g(x) entre si. Procureu
valorar cada un dels apartats el més independentment possible dels altres.

17. PAU 2000 - Setembre - Série 2 - Exercici 1 (Quiestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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18. PAU 2000 - Juny - Série 3 - Exercici 1 (Problemes)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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