Matematiques

Derivades i aplicacions

Solucions - 118 exercicis

Proves d'accés a la universitat (PAU) de Catalunya. Ordenats del més recent al més antic.
Retalls dels examens i pautes oficials (selecat.cat / universitats.gencat.cat).



1. PAU 2026 - Setembre - Série 2 - Exercici 1

Exercici 1

[2,5 punts en total]

1.1

El domini d'aquesta funcio son tots els nombres reals, ja que el denominador no
s’anul-la mai. La derivada és

; 5(x2+1)-5x2x _ —5x%+45
feo= (x2+1)2 T (k24D

Els candidats a maxim i minim d’aquesta funcid son els zeros de la derivada:
fiix) =0 = -5x*+5 =0 = +1.

Per tant, els unics possibles maxims o minims son aquests dos punts. Ara estudiem la
monotonia de la funcio, mirant el signe de la derivada: el denominador és sempre
positiu i el numerador, —5x% + 5, és negatiu a (—oo,—1) i a (1, +o0), mentre que és
positiu a (—1,1). Per tant, f’(x) < 0ila funcié f és decreixenta (—oo,—1) ia (1,+),
mentre que f'(x) > 0 la funcid f és creixent a l'interval (—1,1). Per tant, la funcié té
un maximax =1iun minimax = —1.

1.2

La funcio no tindra asimptotes verticals perque el denominador mai s'anul:la. Si que té
asimptotes horitzontals, ja que f(x) - 0 quan x — +oco:

; _ 5/x 0
ximmf(")‘H+mx2+1_x3§m1+1/x2_1+0_

Alternativament, també es pot argumentar per la regla de I’'Hopital:

Sx 5 5
11m flx) = ——= lim —=—=0

x—+oo x—>+co x2 +1 x—+oo 2x +co

Amb la informacio que tenim podem fer un esbés de la grafica de la funcié f:



1.3

Com que f(2) = Z‘Z’fl = % = 2, es tracta del punt (2, 2). El pendent en aquest punt és
—5.22 -
f'(2) = (;i;;zs = %55 = —g, per tant, la recta normal, que és perpendicular a la tangent,

tindra pendentg i es tracta de

) 5 ) 5 4
— = — — — = — —_—

2. PAU 2026 - Setembre - Série 2 - Exercici 4 (Opcio A)

OPCIO A

4.1

Per a saber I'expressio del volum, necessitem primer les dimensions de la caixa.
Observant 'esquema de I'enunciat veiem que la base de la caixa sera un rectangle de
80-2x
2
d’'algada x, el seu volum expressat en centimetres cubics sera

llargada , €s a dir, de 40 — x, i d'amplada 50 — 2x. Com que la caixa ens quedara

V(x) =(40 — x) -( 50 — 2x) - x = 2x3 — 130x2 + 2000x,

tal com indica I'enunciat.

4.2

Per a optimitzar el volum, calculem els extrems relatius d’aquesta funcid, igualant la
seva derivada a zero:

V'(x) = 6x2 — 260x + 2000 = 0,

_ 260+ V67.600 —48.000 _ 260+ 140 _ = 100
= 12 T 12 Y T3

Calculem la segona derivada per a determinar el maxim V"' (x) = 12x — 260. Com que

v'(ao)y<oi v" (lgﬂ) > 0, el maxim es troba en x = 10 cm. Aix0d correspon a una

caixa de 40 — 10 = 30 cm de llargada, per 50 — 20 = 30 cm d’amplada i 10 cm
d'algada, i que té volum V(10) = 30-30-10 = 9.000 cm?3.



3. PAU 2026 - Juny - Série 1 - Exercici 4 (Opci6 A)

Exercici 4

OPCIO A.

Anomenem x a la longitud en metres del primer tros de barana, amb el qual es fara el
tancat circular; de l'altre tros, de 10 — x metres de longitud, se’n fara el tancat quadrat.

. ’ . N ‘ . ‘ B e
Com que x ha de ser el perimetre d'una circumferéncia, el seu radi sera r = ol I'area

2
d'aquest espai circular delimitat valdra A, =« (i) . Per altra banda, com que 10 — x

. . ) N 10—x . s r .
és el perimetre d’'un quadrat, el seu costat sera ¢ = — | I'area d’aquest espai quadrat

o2
valdra 4, = (104 x) . Aixi la funcio a minimitzar és
x\2 (10—x\* x* 100-20x+x% (4+m)x?—20mx + 1007
A = () ( ) =% = .
2 4 4 16 lém
Derivem i busquem els punts critics
" (8+ 2m)x — 20w 5 207 A
= — e = f=—1 g
) 167 8o M

Per assegurar que es tracta d’'un minim, podem fer la segona derivada i comprovar
que és positiva:

8+ 2n

Ton > 0.

A'(x) =

Aixi doncs, per tal de minimitzar la superficie total dels dos espais, I'arquitecte d’aquest
poble haura de fer un tancat circular amb 4,4 m de barana i un tancat quadrat amb els
5,6 m restants. La superficie total dels dos tancats sera de

(4 +7) - 4,4% — 201 - 4,4 + 1007

A(4,4) = e =~ 3,5m?.

Criteris de correccio: Compteu 0,25 punts per plantejar el perimetre de la
circumferencia; 0,25 punts pel perimetre del quadrat, i 0,5 punts per I'expressio de
I'area total en funcié d'una sola variable. Compteu 0,5 punts per |la derivada i obtencio
del punt critic; 0,5 per comprovar que es tracta d'un minim, i 0,5 per la resposta final,
incloent-hi les dues longituds i el valor de I'area minima.



4. PAU 2026 - Juny - Série 5 - Exercici 4 (Opcié A)

OPCIO A.

4.1. Usarem l'expressio de la recta punt-pendent, y — f(xq) = m(x — xq). Com que la
recta buscada ha de passar pel punt xy = —1, f(xo) = —1, i ha de tenir pendent f'(xy) =
f'(—1) = 2 (tal com es veu al grafic), I'equacio de la recta tangent a la funcié f(x) en el
punt x, = —1 sera

y—-(-1)=2-(x-(-1) —» y+1=2-(x+1) — y=2x+1

4.2. Els punts critics de f(x)son aquells que satisfan f'(x) = 0. Del grafic es veu
clarament que sén els punts x = —2, x = 0, i x = 1: aquestes abscisses son possibles
extrems relatius de la funcio f(x).

Com que f'(x) és creixent en x = —2, la seva derivada en aquest punt sera positiva,
f"(=2) > 0, i aixo vol dir que x = —2 és un minim local de f(x).

Analogament, com que f'(x) és positiva immediatament abans de x = 1, i negativa
immediatament després, la funcié f(x) és creixent abans de x = 1 i decreixent després;
per tant x = 1 és un maxim local de f(x).

El punt x = 0 és diferent. Tant abans com després f'(x) és positiva per tant, f(x) és
creixent en el punt x = 0. Perd a més, f'(x) és decreixent abans de x = 0 i per tant la
seva derivada (és a dir, f"'(x)) és negativa, mentre que és creixent després de x = 0 i
per tant f''(x) és positiva. Aixo vol dir que la funcié f(x) és convexa abans de x =0 i
concava després. Per tant, el punt x = 0 és un punt d’inflexié de f(x).

4.3. Com que f(x) és una primitiva de f'(x), I'area que ens demanen és facil de calcular
usant la regla de Barrow (i usant les dades f(0) = -0,2i f(—1) = —1):

0
A= f_lf'(x) dx = [f(0)]2; = f(0) - f(-1) = =0,2— (-1) = 0,8 u>.

Criteris de correccio: (4.1.) Compteu 0,5 per determinar el pendent de la recta tangent
a partir del grafic, i 0,5 per 'equacio de la recta. (4.2.) Compteu 0,25 per la llista de punts
critics, 0,25 per deduir que x = —2 és un minim, 0,25 per deduir que x = 1 és un maxim,
i 0,25 per deduir que x = 0 és un punt d'inflexio. (4.3.) Compteu 0,25 per reconéixer que
f(x) és una primitiva de f'(x), i 0,25 pel calcul de l'area.



5. PAU 2025 - Setembre - Série 3 - Exercici 1

1. a) Tenint en compte que la recta r ha de passar pel punt P = (1,1) i que m és el seu
pendent, la recta r té per equacié y — 1 = m(x — 1). La mida de la base del triangle és
I’abscissa del punt d’interseccio de la recta r amb 1’eix 0X

0—-1=mx—-1)»>x=——.

{y—lzm(x—l)_) m—1
y=0 m

I I’al¢ada del triangle ¢€s I’ordenada del punt d’interseccio de la recta r amb y = 3x:

3x—1=mx—-1) » x=——7, y=3-——.

{y—l:m(x—l) . m-—1 m-—1
y=3x m—3

La funci6 a minimitzar €s la que calcula I’area del triangle:

1 m-1 m-1 _ 3 m?-2m+1
A(m) ==- -3 ==
2 m m-3 2 m?-3m
. R . 3 m®-2m+1 <
Parlant estrictament el valor de ’area és A(m) = | 3 T' perque hi ha valors de m
me—sm

per als quals aquesta expressio €s negativa. No tingueu en compte si ignoren aquest detall.

b) Derivem la funcié area i igualem a zero per trobar els possibles extrems relatius:

) (2m-2)(m?-3m)—(m2-2m+1)(2m-3) _ 3 -m2-2m+3
(m2-3m)2 T2 (m2-3m)2

_ 2+,/4-4(-1)3 _ 24-;4 -1 -3
-2 ! '

-2

A'(m) =2

El

—-m?-2m+3=0-> m

Per comprovar si sén maxims o minims fem la segona derivada:

A" (m) = 3 (-2m—2)(m?-3m)? - (—m? —2m + 3)2(m? — 3m)(2m — 3)
= 2 (m? — 3m)* )
i, com que A" (=3) = % >0iA"(1) = —§<O, el minim correspon a m = —3 (segons

I’esbos, el pendent ja ha de ser negatiu).

Alternativament, podem estudiar el creixement i decreixement de la funcié A(m).
Aquests venen donats pel signe de la primera derivada, perd com que aquesta té un
quadrat al denominador, dependra només del signe del numerador —m? — 2m + 3. Aix0
¢és una parabola oberta cap avall i que talla I’eix OX en els punts (-3,0) i (1,0); aixi doncs,
per am < —3, la derivada és negativa i la funcié decreix, i per —3 < m < 1, la derivada



és positiva 1 la funcié creix, per la qual cosa en m = —3, 1"area és minima. El valor
d’aquesta area ¢és:

(~8)i— 2(—~8) + 1
(—3)2=3(-3)

316
=5 ==

1

u?.

3

W >

Criteris de correccio: (a) Compteu 0,25 per I’equacio del feix de rectes; 0,25 per la mida
de la base del triangle; 0,25 per ’al¢ada, 1 0,25 pel calcul de I’area (tot en funcio de m).
(b) Compteu 0,5 per la derivada; 0,25 per calcular els punts critics; 0,5 per justificar el
minim, i 0,25 per calcular el valor de I’area.



6. PAU 2025 - Juny - Série 1 - Exercici 1

1. a) Com que f(0) = —11 = 0, el tall amb I’eix d’ordenades ¢€s al punt (0,0). Per als talls
x2-2x

amb I’eix d’abscisses, hem de resoldre 1’equacio = 0, que té com a solucions x =

01ix = 2; per tant, els talls amb I’eix d’abscisses sén (0,0) i (2,0).

Aquesta funcid té una asimptota vertical a x = 1, ja que aquest punt és fora del domini i
x2-2x -1 . . . oxi-2x -1 .o oxt-2x -1
=— = t+oo (més precisament, lim =—=—001i lim =— =

+00). A més a més, aquesta funcid té una asimptota obliqua, ja que:

2_ 2_
lim 29 = Jim 222 = jjm 22 =12,
x—oo X x—o0 X(x—1) x—oo x%—x 1
Com que
lim ( )= i x? —2x . x?=2x—x*+x e A
xggof(x) x_xggo( x—1 x)_xgrz!o x—1 _xggox—l_ ’

es tracta delarectay = x - 1.
b) La derivada d’aquesta funcio és:

Cx-2)(x—1)—(x*—2x) 2x*—2x—2x+2—x"+2x

fed= (x — 1)2 (x — 1)2
X =2x+2
T (x—1)?

Com que f(0) =01 f'(0) = 2, la recta tangent al punt (0,0) tindra per equacié:

y—=0=2(x—-0) — y=2x.

4—4+2
1

Analogament, com que f(2) = 4;—4 =01f'(2)= = 2, la recta tangent al punt
(2,0) tindra per equacio:

y—0=2(x—-2) — y=2x-—4.



Aquestes dues rectes son paral-leles ja que tenen el mateix pendent: f'(0) = f'(2) = 2.

¢) [gualant la derivada a 1, ens queda una equacié sense solucié:

x2 —2x+2

G- D2 =1 — x2-2x+2=(x-1)?% — 2=1.

Per tant, no hi ha cap punt on la recta tangent tingui pendent 1.

Criteris de correccié: a) Compteu 0,25 p. pels punts de tall; 0,25 p. per I’asimptota
vertical (encara que no distingeixin el limit per la dreta 1 per ’esquerra), i 0,5 p. per
I’equacio de 1’asimptota obliqua. b) Compteu 0,25 p. pel calcul de la derivada; 0,25 p.
per cadascuna de les rectes tangents, i 0,25 p. per justificar correctament que sén
paral-leles. ¢) Compteu 0,25 p. per plantejar I’equacio i 0,25 p. per veure que no té solucid
i respondre que la grafica no t€ cap recta tangent amb pendent 1.



7. PAU 2024 - Setembre - Série 3 - Exercici 5

(a) La grafica de la funcié y = e~2* esta esbossada en el dibuix seglient, juntament
amb un dels rectangles descrits a I'enunciat:

\

Com que un qualsevol d’aquests rectangles mesura x de base i e **d’algada, la seva
area és A(x) = xe~?*. Busquem els extrems relatius d’aquesta funcio:

1
A =g 2 +x (-2 =" H(1—~2%) =0 — %= =

A partir del signe de la funcié derivada es veu clarament que A(x) és creixent per a
X % i decreixent per a x > % Per tant, el punt x = % és un maxim absolut de A(x). Aixi,

’a L 1, —2& 1.,
el rectangle d’area maxima correspon al de costats x = Pl e 2GQ) = =, 1te area
1 1
A(3) =22

2 2e
(b) La derivada d'aquesta funcio és y' = —2e~2*. El pendent de la recta tangent en el
punt d’abscissa 0 és y'(0) = —2e° = —2. Com que y(0) = ¢° = 1, la recta tangent sera
la d'equacié y — 1 = —=2(x — 0), és a dir, y = —2x + 1. El punt de tall d'aquesta recta

amb l'eix d’abscisses és x = % és a dir, el punt G, 0).

Criteris de correcci6: (a) Compteu 0.25 per escriure la funcié area, 0.25 per derivar-la,
0.25 per trobar el punt critic, 0.5 per justificar que es tracta d’'un maxim, i 0.25 per
calcular I'area maxima. (b) Compteu 0.25 pel calcul de la derivada, 0.5 per I'equacio de
la recta tangent, i 0.25 pel punt de tall.

Comentaris: La justificacio del maxim es pot fer també via derivada segona. Compteu
bé qualsevol de les maneres de fer-ho, en la mesura que siguin correctes i estiguin
ben explicades.

10



8. PAU 2024 - Juny - Série 1 - Exercici 1

1.

a)
[1 punt]

Derivant i igualant a zero,

1
—x—Inx 1—-Inx

f’(x)zzx xz :2 xz _Or

ens queda I'equacié In x = 1; per tant, f té només un punt critic, x = e. Resulta que és
un maxim ja que la derivada segona és negativa:

“ly2_(1-Inx)2x

fl'(x)=2-= . f”(E)=2;—f=—2€‘3<0.

x4%
Com que només té un maxim, la funcio és creixent a l'interval (0, e) i decreixent a
(e, +0), cosa que també podem veure directament mirant el signe de la derivada.

b)

[1 punt]

A zero, hi ha una asimptota vertical, ja que ling;@ = ;;f = —oo. | a infinit, una
X—

asimptota horitzontal, cosa que es veu fent I'Hopital,

2
2Inx X 2
lim = lim == lim —=107,
x—+00 X x—+oo 1 x—+00 X

0 bé argumentant que, per a x>e la funcié és sempre decreixent, perd no travessa mai
l'eix d'abscisses, ja que 2= = 0 només té la soluci6 x = 1. Aquest és un esbds de la
grafica d’aquesta funcio:

1"



c)
[0,5 punts]

Comque f(1) =2 I“Tl =0if'(1)= 2% = 2, es tracta de la recta que passa pel punt

(1,0)itépendent2:éslarectay—0=2(x—1) — y=2x—2.

Criteris de correccid: (a) Compteu 0,5 pel calcul de la derivada, 0,25 per determinar el
maxim i 0,25 per les zones de creixement i decreixement. (b) Compteu 0,25 per
I'asimptota vertical, 0,5 per I'horitzontal i 0,25 per I'esbés de la grafica. (c) Compteu 0,5
pel calcul correcte de la recta tangent.

Comentari: Si justifiquen I'existéncia de I'asimptota horitzontal sense calcular el seu
valor (per exemple, dient que al tendir a infinit la funcio és decreixent sense tallar mai
I'eix d’abscisses), o fins i tot dient que és 0 sense justificar, compteu la totalitat dels 0,5
punts corresponents (I'enunciat pregunta si f(x) té asimptotes, no que les calculin).

12



9. PAU 2024 - Juny - Série 1 - Exercici 5

5.

a)
[1,25 punts]

Com s'’indica a I'enunciat, denotem per x la fondaria del cobert, i denotem per h
l'algada; 'amplada sera 3x. El volum del cobert ha de ser de 6 m?, és adir, 3x -x-h =

6ipertant h = % El cost de construcci6 és donat per

C(x) =30 (3xh+ xh +xh) + 50 - 3x? + 35 = 150xh + 150x2 + 35 =

2 300
= 150x-ﬁ + 150x2 + 35 = —~ + 150x2 + 35.

b)
[1,25 punts]

Per minimitzar la funcié C(x), calculem la seva derivada:

0
') = +300x

x2

300 _
Xz

Si resolem I'equacioé C'(x) = 0 obtenim 300x o0, equivalentment, x> = 1, que té

com a Unica solucié real x = 1. Com que C"'(x) = % +300iC"(1) > 0, comprovem

facilment que es tracta d’'un minim de la funci6. Aixi doncs, les dimensions del cobert

han de ser x = 1 metre de fondaria, 3x = 3 metres d'amplada, i h = 12—2 = 2 metres

d’algada. Per a aquestes dimensions el cost de construccié és de C(1) = ? + 150 -

12 4+ 35 = 485 euros.

Criteris de correcci6: (a) Compteu 0,25 pel plantejament correcte de les variables
(amplada, fondaria i algada), 0,5 per expressar la lligadura que representa el volum
fixat, i 0,5 per I'expressio final del cost. (b) Compteu 0,25 per la derivada, 0,25 per
aillar correctament, 0,25 per justificar que es tracta d’'un minim, 0,25 per les tres
dimensions demanades i 0,25 pel calcul del cost total.

Comentaris: Poden plantejar que I'amplada és x i la fondaria g; els calculs seran

diferents perd doneu els punts corresponents de cada part sempre que estigui ben feta
i ben argumentada. La justificacié que es tracta d’'un minim pot fer-se també sense la
derivada segona, analitzant el signe de la derivada primera; compteu-ho bé si ho fan
aixi, sempre que estigui ben argumentat.

13



10. PAU 2023 - Setembre - Série 2 - Exercici 2

f@ =Y =",

Punt per on passa la recta, (2,f(2)) = (2 , 1/2)
Pendent delarecta = f'(2) = _1/4

1 1 1

y=3=(3) -2 = y=Tx+i+]

Per tant, la recta tangent és |y = 'Tlx +1

b)
f@=Yx =",
Punt per on passa la recta, (k. f(k)) = (k ) 1/k)
Pendent de larecta = f'(k) = _1/k2
yi=@ e = y=in
Per tant, la recta tangent és |y = ;—le + %

<)

Calculem el punt de tall de la recta tangent y = %— k—xz amb I'eix d’abscisses:

C

0

X
k2 Tall amb I'eix d'abscisses = (2k, 0)

=N

Punt de tall de la recta tangent y = ;—f +§ amb l'eix d’ordenades:
- :_Xx 2
{y Tk k2 Tall amb !'eix d'ordenades = (0, —)
_ K
x = 0
. , 1 2
Area del triangle = 5> 2k = 2 u?



El triangle té area constant igual a 2 unitats de superficie, per a qualsevol valor del
parametre k.

Pautes de correccio:

a)

0,25 per trobar el punt.
0,25 per trobar el pendent.
0,25 per trobar la recta tangent.

0,25 punts per trobar el punt.
0,25 per trobar el pendent.
0,25 per trobar la recta tangent (en funcié de k).

0,25 per trobar el punt de tall amb I'eix de les abscisses.

0,25 per trobar el punt de tall amb I'eix de les ordenades.

0,25 per trobar el valor de l'area.

0,25 per expressar que I'area és constant per a qualsevol valor del parametre
k.

15



11. PAU 2023 - Setembre - Série 2 - Exercici 6

A partir de la situacié exposada tenim el grafic seglent:

3x

<
!
i
!
i
i
i
i
i
i
i
;
!

Pel teorema de Pitagores s’obté que x* + i = 102, i per tant |h =100 — x2|

L’area del trapezi és A(x) = (x + 3x)/2 - h = 2x - V100 — x2

Per a trobar els candidats a valors que fan maxima aquesta area calcularem la
funci6 derivada A’(x) i obtindrem les solucions de I'equacio A’(x) = 0.

1
A(x)=2 - y100—x? + 2x - ——— (-2x
. 2-V100—x2( )

5 i —2x? 2(100 — x?) — 2x? 200 — 4x?
= . —x = 3
V100 — x2 V100 — x2 V100 — x2

_4(50 — x?)
V100 — x2
Per tant tindrem A’(x) = 0 quan 50 — x2 = 0, és a dir x2 = 50ix = +V/50 =

+5v2 ~+7°07

A partir del context de I'enunciat, I'inic candidat és el valor positiu x = V50 =
7'07 mm. Ara cal comprovar que amb aquest valor I'area sigui maxima. Aixo es
comprova veient que per valors propers 'area és mes petita:

A(7)= 99'980
A(50) =2- /50 - ¥100 — 50 = 2-+/50 - /50 =100
A(7'1)=99.9966

16



Per tant, el valor de la base petita que fa 'area maxima és de 5v2 = 707 mmi el
valor de l'area és 100 mm?

Observacio: Per a la comprovacioé de la condicié de maxim es podria també fer
servir, alternativament, el comprovar que la derivada segona de la funcio area és

negativa per al valor x = /50.
Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per I'aplicacio del teorema de Pitagores.
0,25 punts per I'expressio final.

b) 0,25 punts per la formulacio de 'area del trapezi.
0,25 punts per I'expressio de I'area en funcio de x.
0,5 punts per la derivada de la funcié.
0,25 punts pel calcul del punt singular.
0,5 punts per I'avaluacié de la condicié de maxim relatiu.
0,25 punts pel calcul de I'area maxima.

12. PAU 2023 - Juny - Série 1 - Exercici 1

Resolucio:

Si calculem les funcions derivades successives tenim:

f(x) = 3ax?*+ 2bx + ¢; f"(x) = 6ax + 2b

Si anem traduint en termes de fi f'les condicions de I'enunciat obtenim:

* fpassaper(1,0) - f(1) =0 - a+b+c+d=0 (equaciéi)
*(1,0) és un punt d’inflexio - " (1) =0 - 6a + 2b = 0 (equacio 2)

“ El pendent de la tangenten x = 1 ésiguala -3 - f' (1) = -3 -
3a + 2b + ¢ = -3 (equaci6 3)

“ftéunextremenx = 0 - f(0) = 0 — ¢c=0 (equaci6 4)

Resolent el sistema format per les equacions (1), (2), (3) i (4), obtenim la solucié al
problema |a = 1,b = =3,c = 0,d = 2|

Pautes de correccio:
0,5 punts per la traduccié de cadascuna de les quatre condicions.

0,5 punts per la resolucio final del sistema.
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13. PAU 2023 - Juny - Série 1 - Exercici 5
Resolucio:

a) El tancat té forma de rectangle. Anomenem x a la base del rectangle i y a l'altura.
Sabem que 'area del tancat és 8 m?2, per tant, podem escriure:

x-y=28
Aillant tenim que y = 2

El cost del tancat és C(x,y) = 2,5 (2y + x). Substituint obtenim:

8 16 + x2
C(x) =2,5-(2;+x) =25-

X

Per calcular el cost minim, calcularem els extrems relatius de la funcié C(x), a partir de
la primera derivada i igualant-la a 0:

. 2x-x—(16+x%) -1 x?—16
C'(x)=25- 2 =25 "
x?—16
2,5 = =0
x
x =4

Pel context del problema, només té sentit la solucié positiva. Per comprovar si en x =
4 hi ha un minim, calculem la segona derivada i observem el signe:

2x3 — (2x3 — 32x) 32
5 2

ot = %8

(Zx cx? —(x2-16) - 2x
C"(x) = 2,5 - )

x4

Com que C"(4) > 0, en x = 4 hi ha un minim.

Per tant, les dimensions del tancat seran de |4 m de base i 2 m d’altural.

El cost sera: C(4) = 2,5 - (16”2) =

4

18



b) Per estalviar amb la tanca, podem posar el tancat a una cantonada del jardi:

N
TANCAT PER ALGOS !

JARDI

Ara podem reproduir els calculs fets a I'apartat a, amb la nova situacio.

En aquest cas, el cost del tancat és C(x,y) = 2,5 (y + x). Comque y = 5

X
8 8 + x?
C(x):2,5-(-+x):2,5-
x x

Calculant la primera derivada i igualant-la a 0:

, (2x-x—(8+x2)-1) (x2—8)
C'(x) =25 =25.

x2

Analogament, I'inica solucié que té sentit és la positiva. Per comprovar si en x = 22
hi ha un minim, calculem la segona derivada i observem que el seu signe és positiu:

. 2x-x%2— (x*—8)-2x 2x3 — (2x3 — 16x) 16
C'"(x)=25- = = 2 5 p =25-—
Com que €”(2v2) > 0, en hi ha un minim.
’ ~ —_— i o
L’altura del tancat sera |y = i 2V2|.

Per tant, el tancat tindra forma quadrada de costat 2v2 ~ 2,83 m.

En aquest cas el preu minim sera

=25-—=25-2/8 = 14,14€
22

_ e (81 (2V2)? 16
C(2v2) =25 (—) N

19



Per tant, tindriem un estalvi de 20 —14,14 =

Observacio: qualsevol altra argumentacio correcta sera considerada valida, encara
que no es faci servir calcul diferencial per arribar a la resposta, sempre que
s‘argumenti amb calculs matematics.

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per I'assignacio de les variables i la lligadura d’'igualtat de I'area.
0,25 punts per la funcio cost.
0,25 punts per la derivada primera.
0,25 punts per I'abscissa del punt singular.
0,25 punts per argumentar que es tracta d’un minim.
0,25 punts per les dimensions finals
0,25 punts pel cost minim.

Observacio: a I'hora de trobar el punt singular es pot utilitzar la funcié C(x) o bé la

i 16+x?
funcié f(x) = —x

b) 0,25 punts per situar el tancat correctament i per la funcié cost.
0,25 punts per la derivacio, punt singular i justificacié de minim.
0,25 punts per les dimensions i el calcul de I'estalvi.
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14. PAU 2023 - Juny - Série 5 - Exercici 4

Si denotem per x la distancia de I'encreuament a la torre, és a dir, x = d(0, M),
aleshores obtenim

. B

ze¢
p-J

Pel teorema de Pitagores veiem que d(B,M) = V81 + x2 .
Aixi doncs el preu del cablejat sera vindra donat per la funcié
P(x) = 125(12 — x) + 250v81 + x2.

Per trobar el preu minim derivem la funcié P:

2x

2v81 + x2

Resolent P’(x) = 0 obtenim v81 + x? = 2x, i elevant les dues bandes al quadrat tenim

P'(x) = —125 + 250 -

81 + x2 = 4 x2, que té com a solucié real positiva x = v27 = 3+/3 km. Per comprovar
que és un minim estudiem el signe de la derivada als intervals (0, 3v3) i (3v3,12). En
el primer cas P’(x) < 0 i en el segon cas P’(x) > 0, per tant deduim que el minim de la
funcio P s'assoleix per a x = 3v3 km, és a dir, situant la torre a 3v3 km = 5,2 km de
I'encreuament.

Pautes de correccio:

0,5 punts pel plantejament del problema.

0,5 punts per determinar la funcié cost que cal optimitzar.

0,5 punts pel calcul de la derivada primera.

0,5 punts per determinar el candidat a minim.

0,25 punts per justificar que, efectivament, correspon a un minim.
0,25 punts pel valor del cost minim.
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15. PAU 2023 - Juny - Série 5 - Exercici 6

a)

b)

La funcio derivada de f(x) és f'(x) = —or2a-zb)xt1

(x2+1)2

Imposem la condici¢ d’extrem relatiu f'(—1) =0 — Tirzbm2atl g L g=bh
Imposem que la funcié passi pel punt P = (—2,?)

13 4a—2+b 13

f(CD=% » ———=5 - 4a+b=15
D'on es dedueixa =bh =3
Per a = b la derivada és f'(x) = ——%-
era = b la derivada és f'(x = Grie

Resolem f'(x) = 0 per trobar els possibles extrems relatius i obtenim x = 1,
x =—1.

Comaque f'(-2) <0, f'(0) >0, f'(2) <0 deduim que la funcié t& un minim
relatiu en x = —1 i un maxim relatiu en x = 1.

0,25 punts pel calcul de la funcié derivada.
0,25 punts per imposar la condicié d’extrem i trobar una primera condicio pels
parametres.

0,25 punts per imposar que passi pel punt donat i trobar una segona condicio.

0,5 punts per trobar els valors dels parametres a i b.

0,25 punts per donar la funcié derivada en el cas demanat.
0,5 punts per trobar els dos candidats a extrems.
0,5 punts per donar i justificar on fa un minim i on fa un maxim.
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16.

a)

PAU 2022 - Setembre - Série 3 - Exercici 2

La funcié f(x) és un quocient de polinomis. Per tant, el seu domini seran tots els
nombres reals excepte aquells punts que anul-lin el polinomi denominador.

-1+/1+48
2

Si resolem x% + x — 2 = 0, obtenim x = i, per tant, el denominador s’anul-la

pels valors x = -2 ix = 1.

Aixi dongs, tindrem: [Dom(f) = (=0, —2) U (=2,1) U (1, +0)|.

Asimptotes verticals: x2 + x —2 = (x +2)(x — 1) =0

9
Xx=-2 - ]imzf(x) =3= 0w = |f(x) té asimptota vertical ax = —2|
x——
9
x=1 - lirrif(x) =5= 0 = |f(x) té asimptota vertical a x = 1|
X—

Asimptotes horitzontals:

9
xlirfm fx) = To = 0 = |f(x) té asimptota horitzontal a x = 0|

Asimptotes obliglies: com que la funcié f(x) té asimptota horitzontal, quan x — Foo
aleshores | f(x) no té asimptotes obliqiies. |

Maxims i minims relatius: son els punts que anul-len la funcioé derivada.

_ —9(2x+1)

' r 1
f(JC)—m f'f(x)=0? =2 -92x+1)=0= 2x+1=0 = Xx=-3

Mitjancant el signe de la derivada primera, podem comprovar que a jx = —% hi ha un

Imaxim relatiul, ja que abans la derivada és positiva (f'(~1) > 0) i després és
negativa (f'(0) < 0).

Pel que fa a la monotonia de la funcid, atés que la funcié té discontinuitats
asimptotiques, busquem quin signe té la derivada en els diferents intervals de
continuitat:

con | (2] | (F) | awm

>0 >0 <0 <0

creixent creixent decreixent decreixent
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Per tant:

f(x) és creixenta (—co, —2) U (_2' _ %) _

f(x) és decreixent a (—%, 1) U (1, +c0).

b) Per a calcular I'equacié general de la recta tangent a la funcié, fem servir la férmula
y = f'(a)(x — a) + f(a) per al cas a = 4.

1) = 2 = l, la recta passa pel punt (4, E:
5 p pelp 2

' i N S
f(4)_324 36 4

N 1 3
La recta tangent sera—%(x—4)+%= —%x+1+%= —x 42|

Per a la representacié de la funcié i de la recta tangent, utilitzem els resultats de
I'apartat anterior i es pot complementar amb una petita taula de valors:

10— 2
}.-':—'—'—'—'—'—

2

X er-2




Pautes de correccio:
a) 0,25 punts pel domini de la funcié.
0,25 punts per les asimptotes verticals.

0,25 punts per les asimptotes horitzontals i obligles.

0,25 punts per la determinacié i la classificacié de 'abscissa del maxim relatiu.

0,25 punts pels intervals de creixement i decreixement.
b) 0,25 punts per la formulacié de la recta tangent.

0,25 punts pel calcul de la recta tangent.

0,5 punts per la representacié de la grafica de la funcio.

0,25 punts per la representacio de la recta tangent.
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17. PAU 2022 - Setembre - Série 3 - Exercici 4

a)

Per tal que f(x) sigui continua, com que les dues funcions que defineixen f(x), la
logaritmica i la lineal, sén continues en el domini on estan definides respectivament,
nomes ens cal imposar la continuitat en el valor x = e:

lim In(x) =1n(e) =1

— — 1; — Jx—e” —
f(e)_ae-l_b_:]clggf(x)_{lim+(ax+b)=ae+b=>ae+b_1'
X—=e

Per tal que sigui derivable, com que les dues funcions que defineixen la funcié f(x),
la logaritmica i la lineal, s6n derivables en el domini on estan definides
respectivament, tenim:

1
ff(x) — [; six € (O’E).

asix € (e, 4)

Per tant, només ens cal imposar la derivabilitat a x = e.

1 1
, . , _ ]Lm_—:— _E
f(e)_hmf(x)_xex e =>|a=-—|
x-e lim a=a e
xX—e

lcomqueae+b=1=--e+b=1=[b=0]

x3
9x*+1

Busquem primer la integral indefinida [ dx.

Multiplicant i dividint adequadament, podem tenir al numerador la funcié derivada de
la funcié que hi ha al denominador:

f x3 1 36x3

1
—d = —_— —d :—] 94 1 k.
T R T s e T Sl

Aixi que la funcié g(x) sera de la forma g(x) = o-In(9x* + 1) + k.

Finalment, per a trobar k, apliguem que la funcié que busquem ha de passar pel
punt (0, —1).

1 1
= — . 0% = — = k:k
g(0) 36ln(9 0*+1)+k 36ln(1)+.k 0+

Per tant, tenim que, si g(0) = —1, aleshores k = —1.

Aixi, | g(x) = 3—161n(9x4 +1)—1|
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Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per I'argument de continuitat a partir de les funcions que hi
intervenen.

0,25 punts per I'equacié de continuitat.

0,25 punts per 'argument de derivabilitat a partir de les funcions que hi
intervenen.

0,25 punts per I'equacié de derivabilitat.
0,25 punts pels valors de a i de b.

b) 0,25 punts pel plantejament del calcul de la primitiva.
0,5 punts pel calcul de la integral indefinida.

0,5 punts pel calcul de la constant d’integracié.
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18. PAU 2022 - Setembre - Série 3 - Exercici 6

a)
Considerem els tres punts de la imatge: A = (2,0,2), B = (0,2,1)i C = (0,0,h).
d(A,C)= [22+(2—h)*=+y4+4—4h+h>=h*—4h +8
d(B,C) = /22+(1—h)2 =J4+1-2n+h* =R —2h+5
Per tant, efectivament, [L(k) = Vh? — 4h + 8 + Vh? — 2h + 5.
b)

Per a trobar el valor minim, derivem la funcié L(h) i en trobem els punts singulars:

, 2h—4 2h -2 h—2 h—1
L'(h) = + = =
2VhZ—4h+8 2Vh2—2h+5 VhZ—4h+8 hZ—2h+5
h-2 h-1

L'(h) = 0: =
Quan fem L'(h) Jhi-an+8  n*—2h+5

n-2 L S (h-2)JhE—2h+5=—(h—1)Vh*—4h +8

Jhi-an+s  VhZ—2h+5

Si elevem els dos termes de la igualtat al quadrat, obtenim:

(h —2)2(h* = 2h + 5) = (h — 1)*(h* — 4h + 8)

D'on:
(h? — 4h + 4)(h? — 2h + 5) = (k% — 2h + 1)(h? — 4h + 8)
h* — 2h® + 5h* — 4h® + 8h* — 20h + 4h* —8h + 20 =
= h*—4h*® + 8h* — 2h® + 8h?* — 16h + h* —4h + 8
Operant, obtenim 8h = 12 i, per tant, h = % - %

Per a comprovar que aquest valor correspon al minim, n’hi ha prou observant el
signe de la derivada abans i després d’aquest valor dins del domini del context de la
funcié. Per exemple, podem verificar que la derivada és negativa abans d'aquest

valor, per exemple perax = 1, (L'(1) = —% < 0), i positiva després d'aquest valor,

per exemple, perax = 2, (L'(2) = % > 0).
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Per tant, la longitud minima del cable s’aconsegueix quan |C = (0,0,2) .

| la longitud minima sera:

G| Qe (@ -2G)v5- f-ovas oo

9 9 ’17
=\/Z+2+\/Z+2:2 7= V17 unitats de longitud|.

a) 0,25 punts per I'expressio d'una de les distancies.

0,25 punts per I'expressio de I'altra distancia.
0,25 punts per I'expressio final L(h).
b) 0,5 punts per la derivada de la funcié L(h).
0,5 punts pel calcul del valor singular i el punt C.
0,25 punts per la classificacio del valor singular com a minim.

0,5 punts pel calcul de la longitud minima.
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19. PAU 2022 - Juny - Série 2 - Exercici 6

Resolucio:

a)

L’area del trapezi és A = g?x - h i utilitzant que I'area fa 30 m? obtenim |h = % i

Observem que podem descomposar el trapezi en un rectangle de base x i altura h i un
triangle rectangle d’hipotenusa D i catets x i h. Ara només cal aplicar el teorema de

Pitagores a aquest triangle per obtenir |D(x) = [% + x2|

b)
Per minimitzar la funcié D(x) derivem obtenint

—800 —400

73—+ 2x —+ X
D'(x) =—=% =X
X X

_;20 +x = 0 i obtenim x* = 400 i,

tenint en compte que només podem prendre les solucions positives, I'linic candidat a
extrem és x = v20 = 2+/5. Ara podem observar que en l'interval (0,2v/5) tenim D'(x) <
0 i, per tant, D és decreixent i que a l'interval (2v/5, +=) tenim D’(x) > 0 i, per tant, D
és creixent, i, per tant, en x = 2+/5 hi ha un minim.

Resolem ara I'equacié D'(x) = 0 o equivalentment

Aixi les dimensions que fan el costat oblic minim sén

lk=h=+v20=2V5m iD = V40 = 210 m.

Observacio: Per al calcul del punt singular, també es pot procedir a derivar la funcio
400 , . . . .

D?(x) = -t x2, sempre que s’argumenti que tindra localitzats els extrems en els

mateixos valors de les abscisses.

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per justificar la relacié entre I'altura i la base superior del trapezi.
0,25 punts pel plantejament per trobar la segona relacié.
0,25 punts per aplicar correctament el teorema de Pitagores.
0,25 punts per justificar la relacio entre el costat D i la base superior del trapezi.

b) 0,5 punts per la derivada de D(x).
0,25 punts per trobar el punt critic.
0,25 punts per justificar que el punt critic correspon a un minim.
0,5 punts per donar els valors de h,x i D.
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20. PAU 2022 - Juny - Série 5 - Exercici 4

a)

Sabem que x +y = 10

Pertant, y =10 —x

x(10 —x) |10x — x?

A'(x) =-1
A'=0quan x = 5. A”(5) = —1 < 0. Per tant, l'area és maxima quan [x = 5]

En aquest cas I'area maxima és

lA(5) = 25/2 unitats de superficiel.

b)
Sabem que x + y =10

Pertant, y =10 — x

hipotenusa = [H(x) =| y/x2 + (10 — x)2 = V2x2 —20x + 100

, _ 4x-20 _ 2x-10
H (x) T 2v2x2-20x+100  V2xZ-20x+100
2x — 10
Hx) =0 =0=2x-10=0=x=5

V2x2Z = 20x + 100
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Norm —(2%—10)——*720
W2xT-200+100-(2x-10) === (202 -2004100)— (20-10)% 100

2x2-20x+100 J(2x2-20x+100)3 J(2x2-20x+100)3

H'"(5) > 0 per tant Ja funcié hipotenusa té un minim quan x = 5.

H”(x) —

El valor minim de la hipotenusa sera |H(5) = 5+/2 unitats de Iongitud|.

Observacio: L'estudiant també pot optar, de forma justificada, per fer minima la funcié
f(x) = 2x? — 20x + 100, prescindint de I'arrel quadrada, fet que simplifica els calculs.
Aixo és possible atés que la funcié arrel quadrada es monotona creixent, de manera
que no es modifiquen els valors de les abscisses on s’assoleixen els maxims i minims
de la funcio.
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21. PAU 2021 - Setembre - Série 1 - Exercici 4

e La funci6 derivada passa pels punts (0,0) i (1,0) perqué sén els punts on f(x)
presenta els extrems relatius.

e f(x) éscreixentquan x < 0iquanx > 1 per tant la funcié derivada és positiva en
aquestes dues semirectes.

e f(x) és decreixent quan 0 < x < 1 per tant, en aquest interval la derivada és
negativa.

e Lafuncid f(x) té un punt d'inflexié en un punt propera x = %que coincidira amb
un minim en la funci6 derivada.
b)
Imposem que g’ G) = —%i que g" G) =0
3 2 ' 2 b 1 3
e glx)=ax+bx +1 - g'(x)= 3ax*+2bx > 3a(5) +2b5= —E—>3a + 4b =
-6
e g'(x)=6ax+2b-6a;+2b=0-3a+2b=0

D’aquestes dues equacions

{3a+4b=—6
3a+2b=10

es dedueixquea=2ib=-3
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Pautes de correccio:
a) 0,5 punts per la grafica de la funcié derivada
0,25 punts per observar que als extrems relatius la derivada s’anul-la

0,25 punts per observar el signe de la derivada segons el creixement i el
decreixement

0,25 punts per observar que el minim de la funcié derivada coincideix amb el punt
d'inflexio

b) 0,25 punts per la primera derivada
0,25 punts per la segona derivada
0,25 punts per la condici6 en la primera derivada
0,25 punts per la condici6 en la segona derivada

0,25 punts per trobar els valors de a i de b.
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22. PAU 2021 - Setembre - Série 1 - Exercici 6

b)

Per trobar els punts critics, calculem la primera derivada i la igualem a zero:

p _ 3x?(x—2)-x% _ 2x%(x-3) _ _ PR
fi(x) = 2 22 =0-x=00béx=3

Tenim dos punts critics x = 0 i x = 3. Classifiquem-los a partir del signe de la primera
derivada:

) 2x*(x—3) (>0 si x=>3
f1e0) = _{<Osix<3

(x —2)?
Aixi per x < 3 la funcio és decreixent i per x > 3 la funcid é€s creixent. Cal tenir en compte
que per x = 2 la funcié no esta definida. Aixi la funci6 és decreixement en: (—o0,2) U (2,3) 1
és creixent en (3, +o0). Si es considera monotonia estricta caldria excloure també x = 0.

Com que en un entorn de x = 0 la funcio és decreixent i ¢s un punt critic, es tracta d’un punt
d’inflexio.

En canvi per x < 3 la funcid és decreixent i per x > 3 la funcié és creixent, per tant, en x = 3
fa un minim relatiu.

La funcio és continua en l'interval (—2,1) ja que és un quocient de polinomis, que sén
funcions continues i el denominador no s’anul-la. Avaluem la funcié en els extrems
de l'interval:

f(-2)===2>0if()=1=-1<0

Pel teorema de Bolzano podem afirmar que f t&é com a minim un zero en l'interval
(—2,1). Com que la funcié és estrictament mondtona en aquest interval, només té un
zero dins d’aquest interval. De fet, és facil veure que f(0) = 0.

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per la primera derivada
0,25 punts pels punts critics.
0,5 punts pels intervals de creixement i decreixement.
0,25 punts per justificar el punt d’inflexié
0,25 punts per justificar el minim relatiu.

b) 0,25 punts pel comprovar les hipdtesis del teorema de Bolzano
0,25 punts per avaluar la funcio en els extrems de l'interval
0,25 punts per afirmar que la funcié té un zero

0,25 punts per justificar que el zero és Unic.
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23. PAU 2021 - Juny - Série 2 - Exercici 1

[1,25 punts]

a)
[1,25 punts]
L'equacié de la recta tangent en el punt de la parabola (a, f(a)) = (a,4 — a®) és:
y=f@=f(@- (x-a)
Calculem la derivada i 'avaluem en x = a:
fx)=4—x%> f'(x) = -2x- f'(a) = —2a.
La recta tangent a la parabola és:

y—(4—-a*)=-2a-(x—a)—> y=—-2ax+2a*+4—a* - y=-2ax+a*+4

\

P =(a,f(a)) = (a,4—a?
T

Calculem el punt de tall amb I'eix 0X (y = 0):

2
0=—2ax+a®+4; x=22

2a

; a’+4
Tenim el punt (?O)
El punt de tall amb I'eix OY (x = 0) és:
y=a’+4

| tenim el punt (0, a? + 4).



b)
[1,25 punts]

a’+4
2a

El triangle té vértexs en els punts (0,0), ( ,0) i (0,a® + 4), per tant, és un triangle

24a . \ p
rectangle de base ‘12—a i altura a® + 4. La seva area és:

S _1fa®+4\ A _(a®+4)?
(“)‘E( 2a )(a +4)= 4a

Derivem i igualem a zero:

. 2V3

oo (@+4)-Bat-4 . =73
S(a) = 1z , S(a)=0 - 23
a=—-———

3

Rebutgem la soluci6 a = —% ja que a ha de ser positiu, per tant, el valor buscat és

2 N s .
a = 7, que sera un minim ja que:

( 2V3 2V3

<0si 0< a<T—>Sésdecreixentperaa<T

2V3

S'(a) = 73
=0 si azT%Séscreixentperaa>T

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts pel plantejament, on s'indiqui que la recta tangent té pendent f'(a).
0,5 punts per I'expressio de la recta tangent.
0,25 punts pel punt de tall amb I'eix d’abscisses.
0,25 punts pel punt de tall amb I'eix d’ordenades.

Tot i que cal donar les dues coordenades dels punts de tall, en cas de no donar
la coordenada 0, no es penalitza.

b) 0,25 punts per la funci6 area.
0,5 punts per la derivada primera.
0,25 punts pel valor de a on s’assoleix el minim.
0,25 punts per comprovar que és minim relatiu.

Es considera correcta si es dona la solucid sense racionalitzar.



24. PAU 2021 - Juny - Série 5 - Exercici 4

[2,5 punts]

a)

aplicant el teorema de Pitagores x? + y? = d?, i per tant y2 = d? — x2.

En substituir a la resisténcia A obtenim [R = kxy? = kx(d? — x?)|

b)
Per trobar la resistencia maxima derivem i igualem a O:

R"=k((d* — x*) + x(—2x)) = k(d* —3x*) =0,

y=vVd?— x2= a_g = dTV’E, es tracta d’'un maxim atés que

_4_a3
Per tant x—ﬁ— -

R" = —6kx

dv3 d/3
R (T) = —6kT < 0.

Per trobar la resisténcia d’aquesta biga cal substituir els valors de x, y:

dV3 (dVE\  2V3
max = K57\ 737) =~

Pautes de correccio:

a)

0,75 punts per 'aplicacio del Teorema de Pitagores.
0,5 punts pel I'expressio final de R.

b)

0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts pel calcul de I'abscissa del punt singular.
0,25 punts per la justificacio de la condicié de maxim.

0,25 punts per la segona dimensié i la resisténcia maxima final.
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25. PAU 2021 - Juny - Série 5 - Exercici 6

[2,5 punts]

a)

Com que té un extrem relatiuen x = -3 ienx =1, sabemque f'(-3)=f'(1) =0.
f'(x) = 6x* + 2mx + n. Aleshores tenim que:

f'(=3) =54 —6m+n =0

f'(1) =6+ 2m+n = 0.

Resolent el sistema, obtenim que m = 6iquen = —18|

D’aquesta manera sabem que f(x) = 2x3 + 6x2 — 18x + p.
Per a trobar la p, utilitzarem que f(3) = 4.

Pertant, f(3) = 54 + 54- 54 + p = 4.

Aleshores, p = —50|

b)

-2
(x+1)?
el pendent de la recta tangent.

Calculem f'(x) =

i obtenim que per x = -3, f'(—3) = —2/4 = —1/2 que sera

Ara busquem el punt per on passara que sera (=3, f (—3)) = (—3,-2).

La recta tangentsera y +2 = —1/2 (x + 3). L'equacio seraly = —x/2 - 7/2|

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per la funci6 derivada.

0,25 punts pel plantejament del sistema.
0,25 punts pel calcul de m.

0,25 punts pel calcul de n.

0,25 punts pel calcul de p.

b)

0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts pel pendent de la recta tangent.
0,5 punts per les coordenades del punt de tangéncia (abscissa i ordenada)

0,25 punts per I'equacio de la recta tangent.



26. PAU 2020 - Setembre - Série 4 - Exercici 3

3. Sigui f(x) una funcié derivable la grafica de la qual passa pel punt (0, 1). La

grafica de la seva derivada, f'(x), és la que es mostra en la figura.

a) Calculeu I’equacid de la recta tangent a la grafica de la funcio f(x) en el punt
de la grafica d’abscissa x = 0.
[1,25 punts]

b) Trobeu les abscisses dels punts singulars de la funcié f(x) i classifiqueu-los.
[1,25 punts]

Resolucié:
a) L’equacio de la recta tangenten x = 0és y = f'(0)(x — 0) + f(0).

Mirant la grafica de f'(x) podem veure que f'(0) = —4 i I’enunciat ens indica que
f(0) = 1jaque f(x) passa pel punt (0,1). Per tant, I’equacio de la recta tangent a la
funcié f(x) en el punt d’abscissa x =0 és y = —4(x—0)+ 1 o, el que és el
y=—4x+1|

mateix,

b) Els punts singulars son aquells on s’anul-la la derivada; per tant, només cal
veure els punts de tall de f'(x) amb I’eix d’abscisses, és a dir, les x que compleixen

que f'(x) = 0.

Observant la grafica de f'(x) observem que f'(—2)=0,f'(-1) =0if'(1) =0.
Aixi tenim que f(x) presenta punts singulars en lx =-2,x=-1lix=1 |

Ara només cal classificar-los.

Observem que en x = —2, la recta tangent a la funcié derivada és horitzontal, és a
dir, que f''(—2) = 0 i, per tant, x = —2 és una abscissa candidata a presentar una
inflexié. Donat que f'(x) >0 en I’ interval (—oo,—2) i també (—2,—1), aix0
implica que f(x) és creixent en aquests intervals. Per altra banda, abans de -2 la
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funcié derivada es decreixent, és a dir, amb derivada negativa (o sigui f"(x) < 0)1i
després de -2 la funcié derivada és creixent, és a dir, amb derivada positiva (o sigui
f"(x) > 0 ). Aixo indica que en el punt x = —2 hi ha efectivament un canvi de
concavitat i, per tant,

en x = —2 la funcié f(x) presenta un punt d’inflexid de‘

tangent horitzontal |

Donat que f'(x) > 0 en I’ interval (—=2,—1) i f'(x) < 0 a (—1,1), ens indica que
f(x) és creixent a D'interval (—2,—1) 1 és decreixent a (—1,1), motiu pel qual

podem concloure que en |x = —1 la funcid f(x) presenta un maxim relatiu|.

Finalment, en el punt d’abscissa x = 1 f(x) presenta un minim relatiu| ja que f(x)
és decreixent a ’interval (—1,1), ateés que f'(x) < 0 en aquest interval, i f(x) és
creixent a (1, +o0) ates que f'(x) > 0 en aquest interval

x = —2 Punt d’inflexi6é amb recta tangent horitzontal
x = —1 maxim relatiu
x = 1 minim relatiu

a) 0,25 punts per la férmula de la recta tangent.
0,25 punts per la identificacié del pendent.
0,25 punts per la identificacio de 1’ordenada.
0,25 punts per la substitucio en 1’expressio de la recta tangent.
0,25 punts per I’expressio final de la recta tangent.
b) 0,25 punts per la identificaci6 de les tres abscisses.
0,5 punts per la classificaci6 justificada de la inflexio.
0,25 punts per la classificaci6 justificada del maxim relatiu.
0,25 punts per la classificacio justificada del minim relatiu.
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27. PAU 2020 - Setembre - Série 4 - Exercici 5

5.

Una empresa esta treballant en el disseny d’unes capsules de café. L’empresa ha
construit la seccié transversal de les capsules inscrivint-la en una
semicircumferéncia de radi 1, tracant una corda CD paral-lela al diametre AB i
incorporant el punt E en el punt mitja de I’arc CD. D’aquesta manera queda tragat
el pentagon ACEDB, tal com es mostra en la figura.

a) Expresseu en funcié de x 1 & I’area del pentagon ACEDB.
[1,25 punts]
b) Quina ha de ser la distancia (indicada a la figura per h) a que s’ha de situar la

corda CD de AB per tal que I’area del pentagon ACEDB sigui maxima?
[1,25 punts]

Resolucio:

a)

Si anomenem x a la meitat de la longitud de la corda CD, aleshores tenim que

x =+/12 — h?

L’area del pentagon és 1’area del trapezi ACDB més I’area del triangle CED.

b)

B 2x+2)-h 2x-(1—h)

Alh, )| = — . =@+ h+x(1-h)[=h+ x|

Formuleu [’area en termes només h.

Com que x = V12 — h?  tenim que A(h) = h + V1 — h%.
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Ara cal calcular i resoldre A'(h) = 0.

A= 14— =1 L
N T
Tenim que 1 = \/%; V1—h?2=h,h? =1/2ipertant h = V/z—z (considerem només

la soluci6 positiva pel context del problema).

Mirant el signe de la derivada A'(h) a l’entorn del punt singular h =g podem

classificar el punt singular.

Com que A’(0,5) = 0,4226 > 0 i A’(0.8) = —0.333 < 0, la funcié area creix abans i
vz

decreix després del punt singular, €s a dir, que hi ha un maxim en h = Y

Per tant, la corda s’ha de situar a distancia > perqué I’area sigui maxima.

a) 0,25 punts per la representacio grafica.
0,25 punts per la relaci6 entre x 1 h.
0,25 punts per I’expressio de la part trapezoidal.
0,25 punts per [’expressio de la part triangular.
0,25 punts per ’expressio final de la funcid area en dos parametres (x i /).
b) 0,25 punts per I’expressio de la funcié area a maximitzar, amb un sol parametre
(h).
0,25 punts per la funci6 derivada.
0,25 punts pel punt singular.
0,5 punts per la comprovacié de maxim.
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28. PAU 2020 - Juny - Série 1 - Exercici 1

1. Tracem la recta tangent a la funcié f(x) = x—lz + 1 per

un punt P = (a,f(a)) del primer quadrant. Aquesta
recta juntament amb els eixos de coordenades formen
un triangle.
a) Comproveu que ’area d’aquest triangle, en funcié
d’a,ve donada per la funcié -
(@+3)°
4a 11

g(a) =
[1,25 punts] ]
b) En quin punt P I’area del triangle ¢s minima? x

Calculeu aquest valor minim. -1 0 1 2
[1,25 punts]

Resolucio:

a) Larectatangentay = f(x) en el punt d’abscisses x = a és
y=f(@x—-a) +f(a)
Com que f'(x) = ;—: , I’equacio de la recta tangent és

-2 1 -2 a’+3
y==k-a+s+l-y=—=x+

az ’
Els vertexs del triangle seran I’origen de coordenades i els talls de la recta tangent
amb els eixos, que son:

Tallambx =0 -y = 22 5 (0,22)

a? a?

= 2 2
Tallamby =0 - 0 :a_:x+‘12+3_)x — a(a2+3) % (a(a +3)10)

a? 2

1a2+3a(a?+3) _ |(a?+3)°
2 a2 2 | aa

Aixi, I’area del triangle sera g(a) =

b) Calculem els punts singulars de la funcié g(a) igualant la seva derivada a zero:

243)-2a-4a—(a?+3)". 2 2 2_
g'la) = BEF3) e (2+3)°4 _ 4(e?+3)(.) _  _ 3(a?+3)(a?-1) _

16a2 4qa?

E

a? =1 - a = +1 Prenem perd només a = 1 ja que el punt P és al primer quadrant.

Aix{ el punt P té coordenades (1, f(1)) = .

Es comprova que 1’area és minima perqué el signe de la funcié g’ (que és el de la
part (a? — 1) perqué la resta de termes s6n positius) canvia en a = 1:

a I’esquerra (per exemple, x = 0,9) és negatiu (i, per tant, la funcié g és decreixent),
a la dreta (per exemple, x = 1,1) és positiu, (i, per tant, la funcié g és creixent).

2
El valor de I’area minima és g(1) = (1:3) =




a) 0,25 punts pel plantejament.
0,25 punts per I’expressio de la recta tangent.
0,25 punts pels punts de tall amb I’eix OX.
0,25 punts pels punts de tall amb I’eix OY.
0,25 punts per la funci6 area.

b) 0.5 punts per la derivada primera.
0,25 punts pel valor minim i el punt P.
0,25 punts per comprovar que és minim relatiu.
0,25 punts pel valor de 1’area.

29. PAU 2020 - Juny - Série 1 - Exercici 4

ax®+b

4. Considereu la funcié f(x) = en que a i b so6n dos parametres reals. Calculeu

els valors de a i b de manera que la funcié f(x) tingui una asimptota obliqua de
pendent 1 i un minim en el punt de la grafica amb abscissa x = 2
[2,5 punts]

Resolucio:

Plantegem el limit per calcular el pendent de I’asimptota obliqua i I’igualem a 1:

ax®+b

X b
lim&): lim ——— = lim (a+x—2)=ﬂ

xX—o0o X X—00 x2 X—00

x%+b
-

Aixi, la funcié sera f(x) =

Perque tingui un minim en el punt d’abscissa x = 2, cal que la derivada s’anul-li en
aquest punt:

2_ (42 _ —
o R I =T

x2
Finalment, confirmem que es tracta d’un minim en x = 2 ja que:

X2 _ 4 >0 si x <—2 — f creixent
f'(x) = =2 <0 si—2<x<2- fdecreixent

>0 six>2- fcreixent

I, per tant, en el punt d’abscissa x = 2, la funcié passa de decreixent a creixent i, per

tant, presenta un minim.

Pautes de correccio:

0,5 punts pel plantejament de limit per al pendent de I’A.O.
0,5 punts pel calcul del valor de a.

0,5 punts per la derivada.

0,5 punts pel valor de b.

0,5 punts per justificar que és un minim.
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30. PAU 2020 - Juny - Série 3 - Exercici 2

2. S’han trobat unes pintures rupestres en una cova situada en una
zona molt pedregosa. Hi ha un cami que voreja parcialment la
cova format per I’arc de corba y = 4 — x? d’extrems (0, 4) 1 (2,
0). La cova esta situada en el punt de coordenades (0, 2), tal i
com es mostra en la figura, i es vol habilitar un accés rectilini
des del cami a la cova que sigui el més curt possible.

a) ldentifiqueu a la grafica de la figura les coordenades de la cova i del punt del
cami des d’on es vol habilitar ’accés. Comproveu que la funcié f(x) =
Vx* — 3x? + 4 calcula la distancia des de cada punt del cami a la cova.

[1.25 punts]

b) Calculeu les coordenades del punt del cami que queda més a prop de la cova i
digueu quina sera la longitud de 1’accés d.

[1,25 punts]

Resolucio:

a) Quan posem la graella de valors
que ens diu el problema obtenim:
M Els punts del cami tenen coordenades P = (x,4 —
x?). La distancia entre A = (0, 2) i qualsevol punt
del cami és:

d(A,P) = /x% + (4 — x2 — 2)2
= yx2 + (2 — x2)?

=|4x*—3x2+4

b) Per a resoldre aquest problema d’optimitzacio necessitem saber els candidats a
maxim 1 minim, que han de ser punts en qué s’anul.li la funcié derivada.

Calculem f*(x).
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3 2
f'(x) = DCo6X | XX -3) Jgualem la derivada a zero per trobar els

2Ux* —3x% + 4 7\/x4—3x2+4

possibles extrems de f(x).

X(2x* -3)=0->x=0;x = i\/g del que només agafem les solucions positves.

03 3 3+
- - — +oo
"\l 2 2 2’

f'(x) <0 0 >0

Esbrinem ara quin soén els minims:

f(x) decreixent | minim | creixent

També es pot raonar que com que x* — 3x? + 4 és sempre positiu els minims de f(x)
estan en els mateixos punts que els minims de (f(x))? = g(x) = x* — 3x% + 4 i per
tant:

3
g'(x)=4x3—6x;9'(x) =0 :>2x(2x2—3)=>x=00x=i‘/;

D’aquestes solucions només considerem, pel context del problema, les positives.
Comprovem quins son els maxims i quins els minims.

g'(x)=12x* -6
g"'(0) = —6 < 0 = En x=0 hi ha un maxim

g”( 3):12-3—6212>0 :»Ean\Ehihaunmfnim.

Per tant el punt del cami que minimitza la distancia del cami a la cova és

(e -(B)- (B89

La longitud minima del cami sera:

4 2
3 = 3 3 3+4—933+4‘—7—
f 2] 2 2 R 2 04

e

N lu;

S| G
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a)

b)

0,5 punts per la identificacié a la figura.

0,5 punts per la primera expressié de la distancia.

0,25 punts per I’expressio final de la distancia.
0,25 punts per la derivada primera.

0,25 punts per I’abscissa del punt

0,25 punts per la comprovacié de minim.

0,25 punts per les coordenades del punt.

0,25 punts pel valor minim de la longitud.
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31. PAU 2019 - Setembre - Série 5 - Exercici 4

1
1+x2°
a) Calculeu I’equacié de la recta tangent a la grafica en aquells punts en que la recta

4. Considereu la funcio f(x) =

tangent és horitzontal.
[1 punt]

b) Calculeu les coordenades del punt de la grafica de la funcidé f(x) en que el
pendent de la recta tangent és maxim.

[1 punt]
Resolucio:
a) Que la recta tangent sigui horitzontal vol dir que t€ pendent zero. Per tant, ens

estan demanant la recta tangent en aquells punts que la derivada sigui 0.

Calculem la funci6 derivada i la igualem a 0:
—2x

f'(x) ZW-

La funci6 derivada només s’anul.la pel valor x = 0. Tenim f(0) = 11 f'(0) = 0.

Per tant, I’equacio de la recta tangent sera
y=f"(0)x-0+f0)=0x-0+1=1
y =1
Comentari: per a l'equacio de la recta tangent també es pot fer servir directament, en
saber que és horitzontal, ['ordenada del punt de la grafica.

b) El pendent de la recta tangent és la funcié derivada. Per tant, ens estan demanant
el maxim de la funcié derivada. Els candidats a maxim de la funcié derivada sén els
zeros de la funcid derivada de la funcio derivada, és a dir, els zeros de la derivada
segona f"'(x). Calculem f""(x), la igualem a O i resolem la igualtat.

b =21+ x%)? = (—2x) 2(1+x%) 2x _
fre) = (1+x2)* -

—2(1 4 x2)? + 8x2(1 + x?) —2(1+x%) +8x% 6x?-2
- (1 + x2)* - (1 + x2)° T (1+x2)3

V3
~
A partir d’aquests valors singulars, els intervals de creixement i decreixement per a la

Pertant,f”(x)=O=>6x2—2:0=>x2=%=>x:i

funcio derivada seran
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V3 V33 V3
3

(—00.—? (—?: ) (?,+00)
Signe de f" + - +
Creix/Decreix f' 7 \ 7
N ) . YER
Per tant, el pendent sera maxim en el punt d’abscissa x = — e ordenada

V3) 1 1 3
() — i

Esa dir, al punt (—?, %) .

Comentari: per a la determinacio del maxim, l'estudiant pot, alternativament, en lloc de

fer servir els intervals de creixement i decreixement de f’, a partir del signe de f”’,
estudiar el signe de la segiient derivada (f’’’) en els punts candidats. Als efectes
escaients:
() 24x (1 - xz)

/ 1+ Xt
a)
0,25 punts pel calcul de la derivada.
0,25 punts per la igualacié a 0.
0,25 punts pel punt de tangencia.
0,25 punts per I’equacié de la recta tangent.

b)

0,25 punts per I’argument d’anul-lar la derivada segona (fet o no fet explicitament).
0,25 punts pel calcul de la derivada segona.

0,25 punts pels punts singulars.

0,25 punts pels intervals i el punt final.
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32. PAU 2019 - Juny - Série 1 - Exercici 1

1. Les pagines d’un llibre han de tenir cada una 600 cm? de superficie, amb uns marges
al voltant del text de 2 cm a la part inferior, 3 cm a la part superior i 2 cm a cada
costat. Calculeu les dimensions de la pagina que permeten la superficie impresa més
gran possible.

[2 punts]

Resolucio:

Si anomenem x [’amplada i y I’algada de les pagines, I’enunciat ens diu que la superficie
de la pagina ha de ser de 600 cm?, és a dir que xy = 600.

Per tant, podem expressar 1’algada en funcid de ’amplada, y = E'xﬂ.

L’amplada de I’area impresa sera, després de restar els marges laterals, x-4.
L’al¢ada de I’area impresa sera, després de restar els marges superior i inferior, y-5.
Per tant, la superficie a maximitzar és S(x,y) = (x —4)(y — 5).

Quan substituim la y a I’expressio de S obtenim la superficie només en funcié de x:

600 2400 2400
ﬂ@=%x—®(77—5):mm—5x——;—+20=6m—5x——;—

Per a maximitzar S calculem primer les dues primeres derivades.

, 2400
S'(x)=-5+ =
, 4800
") =——
X

Els candidats a maxim seran els punts que anul-lin la derivada primera, S’(x). Quan fem

S'(x) = 0, obtenim 5 = 2::20 i, per tant, x = + zziﬂ = +v480 = 4+/30.

(Observem que els valors negatius de x no tenen sentit per al problema.)

Per a comprovar que a x = 4v30 hi ha efectivament un maxim, substituim el valor a la

derivada segona i tenim S ”(4\/ 30) < 0. Per tant, ’amplada que maximitza 1’area

impresa €s |x = 4+/30 = 21,91 cm|.

600 _ 60030 _
y = T30 230 5v30 = 27,39 cm|.

L’alcada que li correspon sera
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0,25 punts per la lligadura i ’expressié d’y en termes d’x.

0,25 punts per I’expressio inicial de la superficie.

0,25 punts per I’expressio de la superficie només en funcié d’una variable.
0,25 punts per la derivada primera.

0,25 punts per la derivada segona.

0,25 punts pel valor critic de x.

0,25 punts per comprovar que és maxim relatiu

0,25 punts pel valor critic de y.

Observacio: No cal donar ['expressio decimal de x i y per a tenir ['exercici
completament resolt.
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33. PAU 2019 - Juny - Série 4 - Exercici 1

2. Volem construir un marc rectangular de fusta que delimiti una area de 2 m?. Sabem
que el preu de la fusta €s de 7,5 €/m per als costats horitzontals 1 de 12,5 €/m per als
costats verticals. Determineu les dimensions que ha de tenir el rectangle perque el
cost total del marc sigui el minim possible. Quin és aquest cost minim?

[2 punts]

Resolucio:

Anomenem x a la mesura del costat horitzontal del rectangle i y a la mesura del
costat vertical.

Ates que I’area del rectangle ha de ser de dos metres quadrats, sabem que x -y = 2

La funci6 que facilita el cost a partir de la mesura dels costats €s:
Clx,y)=75-2x+12,5:-2y = 15x + 25y

Comque x-y =2 ,sabemque y=2/x i,pertant, C(x)=15x+ 50/x

Estudiem per a quin valor de x > 0 és minima la funcié cost:

C'(x) = 15 — 50/x2

50 10 /30
C(x)=0 ©15——==0 & x= |—=—
x2 3 3

C"(x) = 100/x3

V30 V30
c” (x = T) >0 - Minim relatiu de C(x) quan x = = m
2 6 V30
y _— - — — m
X 430 30 5
3

Les dimensions que hem d’escollir per tal que el marc sigui el més economic possible

. 30 ) . 30 .
son x = g m pel costat horitzontal i y = g m pel costat vertical del marc.

El cost més econdomic és

N B
C(": :_):15 =

—y —— 425 ={10V30 € = 54,77 €

3 5 3
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0,25 punts per I’assignacio de les variables.

0,25 punts per la igualtat de 1’area.

0,25 punts per la funcio cost.

0,25 punts per la funcié derivada primera.

0,25 punts pel valor singular.

0,25 punts per argumentar que es tracta d un minim.
0,25 punts per les dimensions finals.

0,25 punts pel cost minim.

34. PAU 2019 - Juny - Série 4 - Exercici 6

6. Sabem que una funcié f(x) és continua i derivable a tots els nombres reals, que té
com a derivada segona f"'(x) = 6x i que la recta tangent en el punt d’abscissa x = 1
¢s horitzontal.

a) Determineu |’abscissa dels punts d’inflexido de la funcid f 1 els intervals de
concavitat i convexitat. Justifiqueu que la funcié f t€ un minim relatiu en x = 1.
[1 punt]

b) Sabent, a més, que la recta tangent en el punt d’abscissa x = 1 és y = 5, calculeu
I’expressio de la funcio f.

[1 punt]
Resolucio:
a) L’tnic candidat a punt d’inflexiod €s el punt que anul.la la derivada segona, x =

0 1 per estudiar els intervals de concavitat i convexitat només cal considerar els intervals

Comque f"(x) <O0perx <0if"(x)> 0perx > 0 deduim que la funcié f és
convexa (N )en (—o0,0) iconcava (U ) en (0, o).

Observacio: En cas de conflicte entre la terminologia i el grafisme prevaldra la
resposta grdfica.

Per tant la funcio té un Gnic punt d’inflexio en x = 0.

D’altra banda, sabem que f'(1) = 0 ja que la recta tangent en x = 1 és horitzontal.
Com f"(1) = 6 > 0 deduim que es tracta d’un minim relatiu de la funcio.

b) Com f"(x) = 6x tenim que integrant que f'(x) = 3x? + ¢, on ¢ és una constant
real. Ara bé, sabem que en x = 1 la recta tangent és horitzontal, aixi que f'(1) = 0.
Substituint a [’expressio anterior obtenim que ¢ = —3.

Integrant de nou deduim que f(x) = x — 3x + k, on k és una constant real. Com la
recta tangenten x = 1 ésy = 5, cal que f(1) = 5.

Aix0 ens permet trobar el valor de la constant k:
f(l1)=1-3+k=5

d’on k = 7 ila funcié buscada és |f(x) = x3 — 3x + 7|.

54



a)

0,25 punts per identificar 1’abscissa x = 0.

0,25 punts pels intervals de convexitat/concavitat
0,25 punts per identificar el punt singular.

0,25 punts per justificar que és minim relatiu.

b)

0,25 punts per la primera primitiva.

0,25 punts pel calcul de la primera constant d’integracio
0,25 punts per la segona primitiva.

0,25 punts pel calcul de la segona constant d’integracio.

35. PAU 2018 - Setembre - Série 3 - Exercici 1

1. Considereu la funcié polinomica f(x)=x"—ax’ +bx+c.

a) Calculeu els valors dels parametres a, b 1 ¢, sabent que la funci6 té un extrem
relatiu en el punt d’abscissa x = 1 i que la recta tangent a la grafica de la funci6
en el punt d’abscissax = 0 éslarectay = x + 3.

[1 punt]

b) Per als valors a =2, b =1 i ¢ = 3, calculeu les abscisses dels extrems relatius
de la funcid i classifiqueu-los
[l punt]

Resolucio:

a) A partir de f‘(x):3xz—2a_r+b
f(0)=31im=f"(0)=1.

Les condicions per a la funcid fen els punts d’abscissa 1 1 0 son:

i de la recta tangent y = x + 3, obtenim que

f)=3-2a+b=0
f0)=b=1 =a=2
f(O)y=c=3

b) La funci6 és /(0 =2 —2" +x+3 = f(x) =3x" ~4x+1

! _ 2 _
Sifem /(¥ =3x"—dx+1=0 , les abscisses dels possibles extrems sénx = 1ix = %

Amb la segona derivada [ () =6x-4 4oquim:

o« JS=2> 0, per tant, hi ha ‘un minim relatiu en X =1

f"(%]=24<0 x=

1
, per tant, hi ha jun maxim relatiu en 3
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a)

0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts per la informaci6 a partir de la recta tangent.

0,25 punts pel plantejament de les condicions.
0,25 punts pel calcul dels valors dels tres parametres.

b)

0,25 punts per la funcié i la seva derivada.

0,25 punts pel calcul dels candidats a extrems relatius.
0,25 punts per la classificacié de x = 1.

0,25 punts per la classificacié de x = 1/3.

56



36. PAU 2018 - Juny - Série 1 - Exercici 3

3. Sigui la funcié f(x) = x* — x%.
a) Trobeu I’equacioé de la recta tangent a la grafica i que és paral-lela a la recta
d’equacio x + 3y = 0.
[1 punt]
b) Calculeu, si n’hi ha, els punts de la grafica en qué la funcid presenta un maxim o
minim relatiu o un punt d’inflexié.
[1 punt]

Resolucio:

a) Elpendentde larectax + 3y = 0, ésadiry=(-1/3) x, és -1/3. Per a trobar una
recta tangent paral-lela, cal trobar els punts en que la derivada de la funcid és
igual a -1/3.

f'(x) = 3x% — 2x
3x% — 2x = —é , pertant 9x% — 6x + 1 = 0.

) - . 1
Resolent 1’equacio de segon grau, obtenim x = 3

Per a trobar la recta tangent demanada:

f’@) =3 %—2 %: —%(comjasabiem)

(1)_1 1_ 2
f3 27 9 27

k-l L4 P 2 1 1
L’equacio de la recta tangent és: y + =3 (x — 5) 0, desenvolupant,
y= _?x + % , 0 alternativament, |9x + 27y = 1 |

b) Per a calcular els punts de maxim o minim i les inflexions ens cal tenir les derivades
f(x)=x3—x?

f'(x) = 3x% — 2x

f'(x) =6x—2

Per a calcular els candidats a maxim o minim, resolem f’(x)=0, i obtenimx = 0ix = g

Per a classificar aquest els punts singulars, els substituim a la derivada segona:
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f"(0) = —2 < 0, per tant, en x = 0 la funci6 té un maxim relatiu, M = (0,0)|

2 2 e . . 2 4
f" (5) =2 >0, per tant,en x = 3 la funcio té jun minim relativ, m = (5, _E)'

. . . - ’ . . 1
Per a obtenir els candidats a inflexid, resolem f *’(x)=0, i obtenim x = 3

Per a decidir si és inflexid, mirem el signe de la derivada segona a I’entorn de 1’abscissa

Xx=z

3
f'"(x)=6x—-2
(=2 <o,
o). 150

per tant, en x = — hi ha un canvi de concavitat i, per tant, en aquest punt tenim ["inica

. .. 1 2
inflexio, I = (—, -
3 27

Observacio: A I’enunciat es demana “els punts de la grafica”, per tant, cal explicitar
I’abscissa i I’ordenada dels punts. En el cas de contestar correctament només les
abscisses, s’aplicara només una vegada la penalitzacié de 0,25 punts.

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel pendent de la recta proposada.

0,25 punts per la derivada primera i el punt en que cal fer la recta tangent.

0,25 punts per la formula de la recta tangent (sigui en general o aplicada al cas).
0,25 punts per I’expressio de la recta tangent.

b)

0,25 punts per les derivades.

0,25 punts pel maxim relatiu.
0,25 punts pel minim relatiu.
0,25 punts per la inflexio.
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37. PAU 2018 - Juny - Série 5 - Exercici 4

4. Sabem que una funcié f(x) esta definida per a tots els nombres reals i que és
derivable dues vegades. Sabem també que té un punt d'inflexié en el punt
d’'abscissa x = 2, que I'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcié f(x) en
aquest punt és y = —124x + 249 ique f(-3) = —4.

a) Calculeu f"(2), f'(2)i f(2).

[1 punt]

b) Calculeu [ f'(x)dx.
[1 punt]

Resolucio:

a) Si la funci6 f té una inflexié en el punt d’'abscissa x = 2 = |f"(2) = 0|.

El pendent de la recta tangent és la derivada, per tant si y = —124x + 249 és la recta
tangent en x = 2 = [f’(2) = —124]. | la recta tangent coincideix amb la funci6 en el
puntx =2 = [f(2) = —124-2+249 = 1|,

b) Apliquem la regla de Barrow tenint en compte que la funcié f és una primitiva
de la funcio f.

2
[ i = ri, = 1@ - £-3)
-3

Per tant|[°, f'(x)dx = 1 — (—4) = 5|

Apartat a)

0,25 punts per f”(2).

0,25 punts per f'(2).

0,5 punts pel f(2).

Apartat b)

0,5 punts pel calcul de la primitiva i formular la Regla de Barrow
0,25 punts per substituir en la regla de Barrow.

0,25 punts pel calcul Ifinal.
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38. PAU 2017 - Setembre - Série 2 - Exercici 4

4. De les funcions f(x), f'(x), g(x) 1 g'(x), en coneixem els valors segiients:

x | fx) | £ x | g | g
0 2 1 0 1 1
1] 0 ‘ -6 1] 3 3

a) De la funcid f(x) sabem també que el pendent de la recta tangent a un punt

d’abscissa x és 4x’ —9x” —2x+1. Trobeu f(x).
[1 punt]

b) Calculeu (gOf)'(l).
[1 punt]

Resolucio:

a)

De I’enunciat tenim que 4x° —9x”> —2x+1 és la funcid derivada de f{x). Per tant, f(x)
serd una primitiva de 4x° —9x° —2x +1.
Calculem el conjunt de primitives de 4x’ —9x* —2x+1:

j(4x3 —9x” = 2x+1)dx=x* -3x' —x* +x+C
Sabem que f(0) =2 (o que f(1) = 0). Per tant,
f(0)=C =2ila funcié buscada és f(x)=x"-3x" —x* +x+2

Observacio: L’exercici es puntuarda com a correcte tant si es fa servir només un dels
dos punts (x=0 o x=1) per a determinar la constant C com si es fan servir els dos
(cercant una certa coherencia de les dades de [’enunciat).

b)
Aplicant la regla de la cadena per a la derivada d’una composicio de funcions tenim:
(go /=g () /"M

Per les taules de valors sabem que f(1)=0, que f’(1)=—-6 1que g'(0)=1. Llavors,

(g /YM=g(fM) f'1)=g"0)-fQ)=1-(-6)=—6
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a)

0,25 punts per identificar que ens donen f”.

0,25 punts per I’expressio general de la primitiva.
0,25 punts pel valor de la constant d’integracio.
0,25 punts per I’expressio final de f'(x).

b)

0,25 punts per la formulacio de la regla de la cadena.

0,25 punts per f'(1).
0,25 punts per g’(0).
0,25 punts pel calcul final.

61



39. PAU 2017 - Juny - Série 1 - Exercici 3

La resposta depén del signe de £.

b)

f”’(x) —

e Sik <0, aleshores x* — k > 0 per a qualsevol valor de x i, per tant,

i la funcio f(x) = le_

lcap asimptota vertical|.

. 1 N ; - -
Com que lim, e 0, la funcio ‘te una asimptota horitzontal en ’eix de|

fes x. y=0

Si k > 0 aleshores x2—k s’anul-la per als valors +vk i, per tant,
Dom(f) = R-{vk} i la funci6 f(x) = ——
|x=+\/Eien x=—\/E|.

Com que lim, ;4 ﬁ = 0, la funcio ‘té una asimptota horitzontal en ’eix de|

fes x. y=0.

p ¢s continua perqué no s’anul-la el denominador i no té

‘tindrz'i dues asimptotes verticals, enl

f'(x) = (x;—i);)z = 0 si x = 0, amb independéncia del valor de £.

(=2)(x* = k)? = (=2x0)2(x* = k)2x _ (=2)(x* — k) +8x*  6x* + 2k
(x2 — k)* B (x2 — k)3 - (x2—k)3

Com que f""(0) = ;—i <0,

. . . . -1\ . . .
If, per tant, t¢ un maxim relatiu en el punt ( 0, 7) 1 no té minims relatius.

Observacid: En lloc de fer servir el signe de la derivada segona també es pot veure el

creixement o decreixement de la funcio fa ’entorn de x = 0.

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel domini i no AV quan £ <0
0,25 punts pel domini i AV quan k>0
0,25 punts per la AH quan £ <0

0,25 punts per la AH quan k> 0

b)

0,25 punts per la derivada primera.

0,25 punts pel punt singular.

0,25 punts per la derivada segona o el raonament equivalent sobre el creixement o
decreixement.

0,25 punts per la classificacié del punt i la resposta final.
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40. PAU 2017 - Juny - Série 1 - Exercici 6

Pel teorema de Pitagores sabem que a? = x? + h%. Com que el volum del con val
120 cm’, per la formula del volum tenim

120_1r-x2-h
-3

_— . 360 1 o e , ,
i aillant, obtenim x? = — Substituint x? a I’expressié inicial, s’obté la formula

buscada.

b) La longitud de D'aresta és una funcid positiva 1 tenim la longitud al quadrat
expressada com a funcid de h, per tant €s suficient amb trobar els minims de la funcio

) = 360 1 e
i) = m h
quan h € (0, o). Tenim

360 1

1

per tant, en igualar F'(h) = 0, s’obté 2h = 360, , h3=—i|lh= 3/@ ~ 3,86 cm|.
m  h? T T

Es comprova que és un minim, ja que f'(x) < 0 quan x € (0, ’ ’zﬂ) i f'(x) >0 quan

3/180
ve(2f2).
T

Alternativament, es pot treballar amb la funcio

360 1
a(h) = [— - —+ h?

T h

1 s’obté com a derivada

180 1

h——2
a!(h) — YA h2
360 1 2
T RTh

El desenvolupament del problema és el mateix a partir d’aqui.



a)

0,25 punts per I’aplicacio del teorema de Pitagores.
0,25 punts per la igualtat derivada del volum.

0,25 punts per aillar la x.

0,25 punts per la substitucio final.

b)

0,25 punts per I’argumentacio de la funcioé a minimitzar.

0,25 punts per la derivada de la funcio.

0,25 punts pel punt singular (en forma radical o amb I’expressio decimal).

0,25 punts per la classificacio del punt singular (com a la proposta de resolucio o a
partir del signe de la derivada segona).

41. PAU 2017 - Juny - Série 5 - Exercici 6

a)
La base del rectangle és 6-x.

Per a calcular I'algada del rectangle calculem primer I'equacié de la recta que fa de
sostre inclinat. Si pensem l'origen (0,0) en el punt A, la recta és la que passa pels
punts (0, 1) i (6, 3). Té per tant pendent (3-1)/(6-0) = 2/6 = 1/3 i sera de la forma
y = (1/3) x + ni si ha de passar pel punt (0, 1), n ha de valer 1. Aixi doncs l'alcada és
(1/3) x +1

Per tant I'area del rectangle és A(x) = (6 — x) - Gx + 1) = —%xz +x+ 6|

Nota: Els calculs per a I'equacié del sostre per a determinar I'algada de 'armari també
es poden resoldre per semblanca de triangles. Es puntuara de forma analoga.

b) Per a maximitzar la funcié A(x) mirem en quin punt s’anul-la la derivada.

2
A(x) = —§X+ 1

| com que A”(x) = -2/3 < 0 en [x = 3/2 hi ha un maxim relatiu|

Per tant les dimensions del rectangle seran 6 —% =|-|de base i %% + 1 =|=| d’al¢ada.

27 o

12 T N 3
L'area maxima sera A (E) = = 7 us|

N |0
N W
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a)

0,25 punts per la base del rectangle.
0,25 punts per I'equacio del sostre.
0,25 punts per I'alcada del rectangle.
0,25 punts per I'area del rectangle.

b)
0,25 punts per la derivada i el punt singular.
0,25 punts per la comprovacié de maxim.

0,25 punts per les dimensions del rectangle.

0,25 punts pel calcul de I'area maxima.
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42. PAU 2016 - Setembre - Série 1 - Exercici 3

3. Voleu fer un envas de gelat amb forma de prisma regular de base quadrada i
capacitat de 80 cm’. Per a la tapa i la superficie lateral feu servir un determinat
material que costa 1 €/cm®, pero per a la base heu d’utilitzar un material un 50 %
més car.

a) Si denoteu per x la mesura en cm del costat de la base, comproveu que la funcié

preu de I’envas és P(x) = 2,5 x? + 3)26—0.
[1 punt]

b) Calculeu les dimensions d’aquest envas perqué el preu sigui el menor possible.

[1 punt]

Resolucio:

a) Si anomenem x el costat de la base i y I’altura de I’envas, la funci6 a optimitzar
és: P(x,y)= 1-|:;c2 +4x-y:|+l, 5x°

De la condici6é 80 =x"y=>y= 8—? i la funcié a optimitzar queda
X

320

80
P(x)=x"+4x—+15x" =2,5x" +
X X

b) Per tal de minimitzar la funcié preu, derivem i igualem a zero per calcular els
possibles extrems:

P'(x)= Sx—g =0= x=4, que ¢és on s’assoleix un minim ja que
X

3

Py =5+ 220 i sobté PU(4)>0.
X

El valor de I’altura del prisma és y = i—? =5

Per tant les dimensions del prisma buscat son 4 cm de base 1 5 cm d’altura.
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Apartat a)

0,5 punts per la funcid preu en funcié de x 1 y.

0,25 punts per la lligadura a partir del volum.

0,25 punts per la funcié preu en funcié de x.

Apartat b)

0,25 punts per la funcié derivada primera.

0,25 punts pel punt singular.

0,25 punts per la funcié derivada segona i classificacié del punt singular com a minim.

0,25 punts per les mides finals del prisma.
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43. PAU 2016 - Juny - Seérie 3 - Exercici 3

x-1

3. Siguila funcié f(x) =xe
a) Calculeu 'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcié f en el punt d’abscissa

x=1.
[1 punt]
b) Determineu en quins intervals la funcié f és creixent i en quins intervals és decreixent.
[1 punt]
Resolucio:
a) En un punt x = @, I’equacio de la recta tangent a una funcio fté [’expressio
y=f@kx-a)+f(a)
En el nostre cas tenim f(x) =xe* 1 i a=1

La funcié derivada f'(x) és f'(x) = 1-e* 1+ x-e* 1 = (1 + x)e* L.
Tenimdoncs:a=1, f(a) = f(1) =1e’ =1,if'(a) = f'(1) =2e° = 2.
Per tant la recta tangent és [y = 2 - (x — 1) + 1[= 2x — 1]

b) Com que la funcié f és derivable en tot el seu domini, la funcié creixera alla on la
derivada sigui positiva i decreixera alla on la derivada sigui negativa.

Tenim que f'(x) = (1 + x)e*~1. Mirem si la funci6 s’anul-la en algun punt.
f'(x) = 0 portaa que 1+x =01 per tant x = -1.

Six<-1=21+x<0= f'(x) < 0iper tant la funcié és decreixent.
Six>—-1=1+4+x>0= f'(x) > 0iper tant la funcié és creixent.

La funcio és decreixent en 1’interval (—co, —1) 1 és creixent en 1’interval (—1, c0).

Pautes de correccio:

Apartat a)

(0,25 punts per la férmula de la recta tangent.

0,25 punts pels calculs de fla) i f"(a).

(0,25 punts per la substitucio

0,25 punts per I’equacio final.

Apartat b)

0,25 punts pel plantejament a partir del signe de la funcié derivada.
(0,25 punts pel punt on s’anul-la la derivada.

0,25 punts per I'interval on la funcio és decreixent.
0,25 punts per I’interval on la funcié és creixent.
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44. PAU 2016 - Juny - Seérie 5 - Exercici 3

3. Responeu a les giiestions segiients:

a) Calculeu els maxims relatius, minims relatius i punts d’inflexié de la funcid
f(x) =2x% —9x?% + 12x — 4.
[1 punt]

b) Expliqueu raonadament que si f(x) és una funci® amb derivada primera
continua en I’interval [a, b] i que satisfa que f'(a) > 01 f'(b) < 0, aleshores hi
ha, com a minim, un punt de I’interval (a, b) en que la recta tangent a la grafica
de f(x) en aquest punt s horitzontal.

[1 punt]

Resolucio:

a) f(x)=2x3—-9x%2+12x -4 f'(x)=6x>—-18x+12 f"(x)=12x—18
ffl)=0 & 6x2—18x+12=0 © x=1,x=2

f"(1)=—-6<0 = |Maximrelatiuen el punt M = (1,f(1)) =(1,1)

f"(2)=46>0 = |Minimrelatiuenel puntm = (2,f(2)) =(2,0)

3
fH(x)IO < 12x—-18=0 & x:E

. 3 . RPN
Six < 5> f"(x) <01, per tant, la funcié és concava.

) 3 . s
Six > 5= f"(x) > 01, per tant, la funcié és convexa.

Per tant, punt d’inflexio en el punt G f (%)) = (%, %)

b) Si la funcié f admet derivada primera continua i f'(a) > 01 f'(b) < 0, podem
aplicar el teorema de Bolzano a la funcié f' en I’interval [a, b] ja que es tracta d’una
funci6 continua en un interval que experimenta un canvi de signe entre els extrems.
Aleshores el teorema de Bolzano ens assegura que hi ha, com a minim, un punt en
Iinterval (a,b) en qué la funcié (aqui és la f”) s’anul-la. I que f' s’anul'li vol dir
exactament el que ens demana I’enunciat: que la recta tangent a la grafica de la funcio
f (x) sigui horitzontal.
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Apartat a)

0,25 punts per les derivades.

0,25 punts pel punt de maxim relatiu.

0,25 punts pel punt de minim relatiu.

0,25 punts pel punt d’inflexid.

Apartat b)

0,5 punts pel raonament que la funcié derivada fa un canvi de signe en I'interval [a, b]
(0,25 punts per aplicar el teorema de Bolzano a la funcié derivada.

0,25 punts per identificar que derivada nul-la correspon a recta tangent horitzontal

45. PAU 2016 - Juny - Seérie 5 - Exercici 6

6. Sabem que una funcid f(x) té per derivada f'(x)=(x+1)e"ique f(0)=2.
¢) Trobeu I’equacio de la recta tangent a y = f(x) en el punt de la corba amb

abscissa x =0.
[1 punt]
d) Calculeu I’expressio de f(x).

[1 punt]

Resolucio:

a) Només cal aplicar la formula de I’equacié de la recta tangent en un punt

(a,f(a)): y—fla)=f'(a)x—a)

En aquestcas,a = 0; f(a) = 21 f'(a) = 11, per tant, I’equacié demanada és:

y—2=1(x-0),0sigui y=x+2]

b) Calculem la primitiva pel metode d’integracid per parts:

f(x)= j(x +1)etdx = uv — jvdu =(x +1)e" — je*dx =

=x+1e*—e*=xe*+e*—e*=xe*+k

Com que f(0) = 2, resulta que 2= f(0)=0e" +k =k i, per tant, |f(x) = xe* + 2|
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Apartat a)
(0,5 punts per la formulacié de la recta tangent.
0,5 punts per la substitucié i calcul final.

Apartat b)

0,25 punts per la identificacié dels termes d’integracio per parts.

0,25 punts pel primer pas d’integracio per parts.
0,25 punts pel pas final d’integracio.

0,25 punts per calcular k i I’expressio final de f.
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46. PAU 2015 - Setembre - Série 5 - Exercici 5

5. Siguin x i y les mesures dels costats d’un rectangle inscrit en una circumferéncia de
diametre 2.
a) Comproveu que la superficie del rectangle, en funcié de x, és donada per
I’expressié S(x) = V4x? — x4
b) Calculeu els valors de les mesures x 1 y per als quals la superficie del rectangle
€s maxima i calculeu el valor d’aquesta superficie maxima.

Resolucio:

a) Si dibuixem la diagonal del rectangle (que és el diametre de la circumferéncia),

pel Teorema de Pitagoras tenim la relacié x% + y? = 22, Per tant, y = +V4 — x2.

Aleshores la superficie x-y, en funcié només de la variable x la podem escriure

S(x):x-\/4—x2:\/4x2—x4

com voliem comprovar.

b) Pel caracter monoton de la funcié arrel quadrada, el valor de x on la superficie
sigui maxima és el mateix que aquell per al qual es maximitza el radicant. Per tant,
maximitzarem el radicant, r(x) = 4x? — x*, que és més senzill.

Els candidats a maxim seran els punts que anul-lin la derivada primera. Fem les
derivades i igualem a zero la derivada primera.

r(x) = 4x? — x*

r'(x) = 8x — 4x3

r''(x) = 8 — 12x?

De la igualtat 7'(x) = 0 tenim 4x(2 — x2) = 0 d’on obtenim x = 0,2, —V/2.
Pel context del problema x = —V2 no té sentit i pel cas x = 0 obtenim S(0) = 0 que

tampoc no és maxim. Aixi doncs, I’tinica solucio possible és x = V2.

Comprovem que efectivament és un maxim substituint en la derivada segona:
2
?‘”(\/Z) =8 — 12(\@) =8 — 24 < 0 i per tant efectivament |en x = /2 la superficie]

lés maximal
El valor de la mesura y seraly = ,/4 - \/Ez =V4—-2=1/2|

Observem que es tracta d’un quadrat.

El valor maxim és S (\/f) = /2 ++/2 = 2 unitats quadrades.
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Apartat a)

0,25 punts per I’equacio de condicié (Teorema de Pitagoras)
0,25 punts per I’expressié de y en funcio de x.

0,25 punts per la férmula de la superficie en termes de x 1 y.
0,25 punts per la substitucié i calcul final.

Apartat b)

0,25 punts per les derivades.

0,25 punts pel plantejament d’anul-lar la derivada primera.

0,25 punts per la solucié de §’(x) = 0 1 verificacié del maxim.

0,25 punts per les dues mesures i la superficie maxima.
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47. PAU 2015 - Juny - Série 2 - Exercici 6

6.
La portalada d’una catedral esta formada, en la part superior, per .
un arc de mitja circumferéncia que recolza sobre dues columnes, @/
com illustra la figura adjunta, en que x €s el diametre de la cir- —
cumfereéncia, €és a dir, la distancia entre columnes, i y és 1’algaria ¥
de cada columna.
2
a) Comproveu que la funcié f(x,y) = % + x y determina D’area d’aquesta
portalada.
[1 punt]
b) Si el perimetre de la portalada fa 20 m, determineu les mides x i y de la
portalada que en maximitzen I’area.
[1 punt]
Resoluci6:

a) L’area de la portalada sera la suma de I’area de la semicircumferéncia més la del
rectangle inferior, és a dir

m (/)" m x?
—7 =[G

+ xy

que ¢€s I’expressio proposada.

b) Que el perimetre sigui 20 m ens indica la restriccid ng + 2y + x = 20, és a dir
m+2

- X + 2y = 20.
D’aquesta condicid6 podem aillar la y i substituir-la a la funci6 de 1’area per a

maximitzar-la. Tenim y = 10 — HTJrzx i per tant
T x? T+ 2
A(x)=—+x(10— 2 x)z

8
13 T+ 2 m+ 4
:§x2+10x— x?=- 3 x? + 10x.

Per a maximitzar la funcid, derivem i igualem la derivada a 0.

T+ 4
A(x) =— x+10.

Quan fem A'(x) = 0, obtenim [x = % metres|.

Com que la derivada segona és A" (x) = —HTM < 0 independent del valor de I’abscissa

40 . ‘-
del punt, en el nostre valor x = — tindrem un maxim.

40 , T+2 40 T+2 _ 20
Quan x = —-el valorde yés|y = 10 — ——= 10 — 10 — = — metres|
m+4 4 m+4 T+4 T+4
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Apartat a)

0,25 punts pel calcul de 1’area de la semicircumferéncia.
0,25 punts pel calcul de 1’area del rectangle.

0,5 punts per la justificacié de la férmula.

Apartat b)

0,25 punts per la relaci6 entre x 1 y a través del perimetre.
0,25 punts per la funcié a maximitzar.

0,25 punts per la funcié derivada i obtencié de x.

0,25 punts per la comprovacié de maxim i obtencié de la y.

48. PAU 2015 - Juny - Série 4 - Exercici 2

2. Siguila funcié f(x) = x3 — 4x? + 4x.
a) Calculeu I’equacio de la recta tangent a la grafica de la funcio f en el punt
d’abscissa x = 1.

[1 punt]

b) Calculeu les abscisses dels punts de la grafica en que hi ha un minim relatiu, un
maxim relatiu o una inflexié.

[1 punt]
Resolucio:
c) Per al calcul de la recta tangent necessitem saber el pendent de la recta, que sera

la derivada de la funcié en el punt x = 1 i el valor de la funcié en x = 1.
flx) =x3 —4x% + 4x

f'(x) = 3x? — 8x + 4.

I per tant tenim (1) = 11 f'(1) = —1 1 per tant ’equacio de la recta sera

y=f(@x-a)+fl@=EDx-D+1=-x+2.

d) Els punts candidats a maxim relatiu o minim relatiu sén els zeros de la derivada
primera. Els punts candidats a inflexi6 son els zeros de la derivada segona. Calculem les
derivades i les igualem a zero.
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Quan fem f'(x) = 0 obtenim x = - — =

8+V64—48 _ 8+V16 _ B8+4 {g
= — =
3
Per tant tenim dos candidats a maxim o minim relatius. Per a decidir si son maxim o
minim substituim a la derivada segona i obtenim:

f"(2) =6-2—8=4>0ipertanten x = 2 la funcié té un minim relatiu.
f ”G) =6-2—8=—4<0iper tant |en x = 2 la funcié té un maxim relatiu‘.

. 8 4 . .. .
Quan fem f"(x) =0 obtenim x = il Per tant tenim un tnic punt candidat a
inflexié en x = g Per decidir si es tracta d’una inflexié substituim en la derivada
segiient o comprovem el canvi de signe de la concavitat abans i després del punt.
f ”'(g) = 6 # 01 per tant en | x = $ la funci6 té un punt d’inﬂexi(’)|.
Apartat a)

0,25 punts per la funcié derivada

0,25 punts per la derivada en x=1

0,25 punts per la formula a aplicar

0,25 punts per I’equacio final.

Apartat b)

0,25 punts per la formulaci6 de les derivades.
0,25 punts pel maxim.

0,25 punts pel minim.

0,25 punts per la inflexio.
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49. PAU 2014 - Setembre - Seérie 5 - Exercici 2

+big(x) = +v3x + 4.

4
a) Determineu el domini i el recorregut de la funcié g.

eax

2. Siguin les funcions f(x) =

[1 punt]

b) Calculeu per a quins valors de a i de b les grafiques de les dues funcions sén
tangents (és a dir, tenen la mateixa recta tangent) en el punt d’abscissa x = 0.

[1 punt]

Resolucio:

a) g(x) = +/3x + 4.

Per tal que un punt, x, sigui del domini de la funcié g només cal que el radicand sigui

positiu. Es a dir[Dom(g)|={x ER|3x + 4 > 0} = {x ER|x=> —g} = [_§,+oo)_

Una ordenada y sera del recorregut de la funcié g, sempre que es pugui obtenir del
calcul de la imatge per g d’una abscissa x, €s a dir y = ++/3x + 4. Per tant seran aquells
valors positius de y per als quals la igualtat y = ++/3x + 4 té solucié per a x. Pero

operant la igualtat obtenim que per a qualsevol y positiu sempre podem aillar la x com a

Rec(g) = [0, +00) |

2
—4
x = yT Per tant,

b) Per tal que les dues funcions siguin tangents en x = 0 s’ha de satisfer f(0) =

g(0)if'(0) = g'(0).

Calculem les expressions de les funcions derivades:

1
f'(x) = Zaeax

3
fx —
9 2vV3x + 4
_ 1+b _ —
Per tant f(0) = g(0) = " —2:>.

If'0)=g'(0)=>%=2=[a=3]

Apartat a)
0,5 punts pel domini.
0,5 punts pel recorregut.
Apartat b)
0,25 punts per la derivada de f.
0,25 punts per la derivada de g.
0,25 punts per la igualtat d’imatges i calcul de b.
0,25 punts per la igualtat de pendents i calcul de a
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50. PAU 2014 - Setembre - Série 5 - Exercici 4
4. Sabem que una funcié f té per derivada la funci6
f'0) = (Bx —2)%(x — 2).

a) Calculeu els valors de x en que la funci6 f t€ un maxim relatiu, un minim relatiu
o un punt d’inflexid, i indiqueu en cada cas de que es tracta.

[1 punt]

b) Determineu la funcié f sabent que s’anul-la en el punt d’abscissa x = 2.

[1 punt]
Resolucio:
a) Els punts candidats a ser maxim relatiu o minim relatiu sén els zeros de la funcié

derivada f'. Si igualem la derivada a zero veiem que s’anul-la en els punts d’abscissa

2.
Xx==-ix=2.
3

Per a classificar els punts candidats farem servir la funcié derivada segona.

f'(x)=2-3-Bx—2)(x—2)+(Bx—2)2=Bx—2)(6x— 12+ 3x — 2)
= (3x—2)(9x — 14).

Com que f''(2) = 16 > 0, per tant en x = 2 la funcié té un minim relatiu.

2 o .
Com que f" (5) = 0, no podem concloure que sigui un extrem relatiu.

Els punts candidats a ser inflexié sén aquells punts que anul-len la segona derivada.

. 2. 14
Quan resolem f'" = 0, obtenim x = Six=—

En els dos casos es tracta de punts d’inflexio ja que la segona derivada canvia de signe.

"o " 5 2 . . ye 2 14\ .
En efecte, f* és positiva a I’interval —,7), és negativa a I’interval 35) 1 torna a

.. ,. 14
ser positiva a I’interval 5 ®)

En resum:

En x = 2 la funcié té un minim relatiu

2. 14 s . -
Enx = SJIX=7 la funcié té punts d’inflexio.
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b) Per a determinar la funcié f calculem una primitiva de la funci6 f:

f(3x -2 (x—2)dx =

9
= f(9x3 —30x%+28x —8)dx = Zx" —10x3 + 14x? — 8x + C.
I podem determinar la constant C sabent que f(2) = 0.
Esadir,tenimqueEZ‘}— 10-234+14-2%2-8:-24+C=0,donC = 4.

Aleshores

9
f(x) :ZX4_ 10x3 + 14x2 — 8x + 4|

Apartat a)
0,25 punts per la identificacié de candidats a extrem relatiu.
0,25 punts per la derivada segona.
0,25 punts per la classificacié dels extrems relatius.
0,25 punts pel punt i classificacié de la inflexié.
Apartat b)
0,25 punts pel plantejament a partir del calcul d’una primitiva.
0,5 punts pel calcul de la primitiva.
0,25 punts pel calcul de la constant d’integracio.

51. PAU 2014 - Juny - Série 3 - Exercici 3

3. Un nedador és al mar en un punt N, situat a 3 km d’una platja recta, i just al davant
d’un punt S, situat a la platja arran de ’aigua; i vol anar a un punt A situat també
arran de I'aigua i a 6 km del punt S, de manera que el triangle NSA és rectangle en
el vertex S. El nedador neda a una velocitat constant de 3 km/h 1 camina a una
velocitat constant de 5 km/h.

a) SiP és un punt entre el punt S i el punt A que esta a distancia x de S, demostreu
que el temps, en hores, que necessita el nedador per a nedar del punt N al punt P

i caminar des del punt P fins al punt A és determinat per 1'expressioé t(x) =
VxZ+9  6-x
5 T
[1 punt]

b) Calculeu el valor de x que determina el temps minim que cal per a anar del punt
N al punt A, passant per P. Quin és el valor d’aquest temps minim?

[1 punt]
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Resolucio:

a) La situacié grafica és la segiient:

S X P 6- x A
3 y

N

Sabem que NS = 3 kmi SA = 6 km. Anomenem NP = y.
La funcié que calcula el temps que es demana és t(x) = % + %.

. N . . . . V 2 - ”»
Per Pitagoras tenim la relacié y = vx? + 9 i per tant t(x) = XTH + %, com voliem

veure.

b) Per a trobar el minim de la funcié t calculem la seva derivada i la igualem a
Zero.

X 1
t'(x) =———-.

3VxZ+9 5

. ' _ : X _1.4 s — 2
Slfemt(x)—Oobtenlm—Bm—s,ld aqui 5x = 3vVx%2+9

25x% = 9x2% 4+ 81

16x2 =81

#81
x ==+ |—==42,25
16

Observem que la solucié negativa no es situa en el context del problema. Per tant 1’tinic
candidat a extrem de la funcié és quan x = 2,25.
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Per a determinar que en x = 2,25 la funcié t€ un minim, calculem la derivada segona i

obtenim t"'(x) = i observem que és sempre positiva.

3
(x2+9)Vx2+9

Per tant com que t""(2,25) > 0 podem assegurar que en [x = 2,25 km| la funcié té un

minim.

= 2 hores

t(2,25) _ \f2,2352+9 n 6-2,25

5

El temps minim sera

Apartat a)

0,25 punts pel plantejament grafic del problema.
0,25 punts pel Teorema de Pitagoras.

0,25 punts pel temps en el primer tram.

0,25 punts pel temps en el segon tram.

Apartat b)

0,25 punts per la derivada primera.

0,25 punts pel punt singular.

0,25 punts per la derivada segona i classificacié de minim. S’admet, amb la totalitat de
la puntuacid, que I'estudiant ho justifiqui correctament pel context del problema i no
utilitzi la derivada segona.

0,25 punts per a la substitucid.
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52. PAU 2014 - Juny - Série 4 - Exercici 1

1. Considereu la funcié f(x) = %
e Calculeu les asimptotes verticals, horitzontals i obligiies de la funcié f.
[1 punt]
e Trobeu I’equacié de la recta tangent a la grafica de la funcio f en aquells punts
en que la recta tangent sigui paral-lela a la recta y = —5x + 4.
[1 punt]
Resolucio:
a) El domini de la funcié f, com a quocient de polinomis que €s, son tots els

nombre reals llevat aquells que anul-lin el denominador, en aquest cas el punt x = 2. En

aquest punt s’anul-la el denominador i no el numerador i per tant tenim
lim £(x) = I x+3
im f(x) = lim = oo,
x—2 f x—2x — 2

Per tant la funcio f'té una ‘L’mica asimptota vertical en x = 2.‘

Per al calcul de les asimptotes horitzontal hem de calcular

x+ 3

xl—lgloo f) :xh»r-l_i-loox —2 1

Per tant la funcio f'té una ‘asimptota horitzontal en larecta y = 1.‘

Aleshores en tenir asimptota horitzontal quan x — oo |no té cap asimptota 0bh’cua.|
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b) Larecta y = —5x + 4 té pendent -5, per tant se’ns demana calcular la recta
tangent en els punts que aquesta tingui pendent, és a dir derivada de f, -5.

Si derivem i igualem a -5 obtenim:

1 (x-2)—(x+3):1 -5
- (x - 2)2 T -2y

[0

-5
(x-2)?

Si

= —5 aleshores (x —2)? = lipertantx —2 = +1,ésadirx = 1ox = 3.

Per tant tenim dues rectes tangents a calcular, totes dues amb pendent -5.

Quan tenim f (1) = —4 1 la recta tangent sera

|y: —5(x—-1)+(—4)=-5x+ 1|

Quan tenim f(3) = 6 i la recta tangent sera

ly=—5(x—3)+6 = —5x + 21

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts per I’asimptota vertical.

0,25 punts per I’asimptota hortizontal.

0,25 punts per I’argumentacié de I’asimptota oblicua.
Apartat b)

0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts pel calcul de les abscisses dels punts de tangéncia.
0,25 punts per la primera recta tangent.

0,25 punts per la segona recta tangent.
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53. PAU 2014 - Juny - Série 4 - Exercici 6

6. Responeu a les giiestions segiients:
a) La funcié f(x) = (b —x)e™, amb a i b constants, té la representacié grafica

segient

i sabem que passa pels punts A = (0,2) i B = (2,0), i que en el punt A la recta tangent a
la grafica és horitzontal. Calculeu els valors de a i b.

[1 punt]
2
b) Calculeu [ x-In x dx.

[1 punt]

Resolucio:
a) Tenim f(x) = (b — x)e®.
Que la grafica passi pel punts A = (0,2) vol dir f(0) = 2. Esadir f(0) =b = 2.

Per tant la funcid té I'expressio f(x) = (2 — x)e® .

Analogament, si la grafica passa per B = (2,0), aleshores f(2) = 0, independentment
del valor del parametre a.

Per altra banda, si en el punt A, la recta tangent a la grafica €s horitzonal, aleshores

f'(0) =0.
Calculem f'(x).
ffx)=—1-e*+ (2 —x) - -ae™™

I substituimen x =0, f'(0) = =14+ 2a = 0. I pertanta = 1/2.

Aixi doncs la funcié és | f(x) = (2 — x)ex/Z .
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b) Per a calcular flz x +In x dx, calcularem primer una primitiva de I'integrand,

que sera una integral per parts, i després aplicarem la regla de Barrow.

1
u=Inx du:;dx x2 x21
fxln X dx = 2 =—lnx—f——dx
x 2 2 x
dv = xdx vz?
_* 1f b =Smx e
= nx > X x—2 nx 2
Per tant
2 x2 x2\|* 1 3
flx-lnxdxz(71nx—7)1=21n2—1—(—z)=21n2—z.
Apartat a)

0,25 punts per la primera condici6 i calcul de la b.

0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts per la condicié de maxim relatiu.

0,25 punts pel calcul de la a.

Apartat b)

0,25 punts per la identificacié dels elements de la integral per parts
0,25 punts per I'aplicacid de la férmula d’integracid per parts.

0,25 punts per la resoluci6 de la segiient integral.

0,25 punts per I'aplicacid de la regla de Barrow.




54. PAU 2013 - Setembre - Série 1 - Exercici 6

6.-Volem construir una tenda en forma de piramide regular de base quadrada. Disposem
de 300m? de tela per a la fabricacié de les quatre cares de la tenda (se suposa que en
I’elaboracié de les cares no es perd gens de tela). Designem z la longitud d’un costat de
la base de la tenda.

(a) Sabent que el volum d’una piramide és igual a un ter¢ del producte de l’area de la
base per ’altura, comproveu que, en aquest cas,

/9 - 104 — 24
V(z) = —

(b) Determineu el valor de r perqué el volum sigui el més gran possible (no cal que
comproveu que el valor obtingut correspon realment a un maxim).

1 punt per cada apartat
P I I
Solucioé

(a) Anomenem a a l'altura d’'una de les cares de la tenda, tal com esta indicat al dibuix. Llavors, la
s . axr .
superficie total de les quatre cares de la tenda és S(x) = 4 (?) = 2ax. Com que aquesta superficie
. 2 . ) . 150
és de 300 m=, tenim que 2ax = 300, és a dir, a = )
x
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Per altra banda, d’acord amb el teorema de Pitagores, a? = h? + (2/2)?. Per tant,

;\/__ \/(@)2_5 V9107
et |

€T

4 2z

Amb aixo,

S I
Viz) = E.’Egh = %

(b) Per a determinar el valor de x que fa maxim el volum, hem de derivar la funci6é volum i determinar
els punts on la derivada s’anulli.

1 T 3-10* — o*
Vig)==|vV9- 104 —at4+ ———— (443 ] =
(z) 6 2\/9-104—:1:4( ) 2v/9- 104 — 24
Aquesta derivada val zero quan x = V3 - 10% = 10v/3 ~ 13,1607 .
També es pot treballar amb la funcié f(z) = 22(9 - 10* — x%), resultat d’haver descartat els factors
constants i haver elevat al quadrat la funcié volum. Amb ella,

fl(x)=18-10% —62°; f(2)=0=2=0 oz =10V3.

La primera d’aquestes solucions és absurda (si = 0 no hi ha tenda) i la segona és la resposta correcta.

PAUTES DE CORRECCIO

Apartat a

0,25 punts per la relacié 2ax = 300.

0,25 punts per la relacio entre h, a 1 x.

0,25 punts per trobar el valor de h en funcié de .

0,25 punts per 'expressio definitiva de la funcié volum.

Apartat b

0,5 punts pel calcul de la derivada, tant si treballen amb V(x) o amb la funci6 “quadrat”, f(x).

0,5 punts per trobar el valor de z.
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55. PAU 2013 - Juny - Série 3 - Exercici 5

5.- En una semiesfera de radi R inscrivim un con situant el seu vértex al centre de la
semiesfera, tal com es veu en el dibuix.

(SN

(a) Sabent que el volum d’un con és igual a I’area de la seva base multiplicada per la seva
altura i dividida per tres, comproveu que, en aquest cas, podem expressar el volum com
V= T h (R2 —hg).

3
(b) Trobeu les dimensions d’aquest con (radi de la base i altura) perqué el seu volum sigui
maxim, comprovant que es tracta realment d’un maxim.

[0,5 punts per Papartat a; 1,5 punts per Papartat b

Solucié

(a) D’acord amb el que se’ns recorda a 'enunciat, V' = %TP’FZ}L. Al dibuix hi podem trobar un triangle
rectangle de catets h i r 1 hipotenusa R. Llavors,

Rir=R=1r"=R-h=V(h)= %W(R? ~h*)h,

tal com voliem.

(b) Busquem la derivada de la funci6é volum respecte de la variable h,
V(h) = (R°h—1*) = V'(h) = uE (R —3n).
3 3

R RV3

= +-——— . No considerem la solucié negativa perqué

NG 3

L’equacio V'(h) = 0 ens porta a qué h = +

dins del problema no té cap significat.

2
Arxlbaixc‘),r:m:\/ﬁ:}hfzzﬁ/g.

Per comprovar que és realment un maxim, calculem la derivada segona de la funcié volum, V"(h) =

Rv3
—2mh, i analitzem el seu signe en el valor trobar per a 'altura. Com que V" (;/_) < 0, es tracta

d’'un maxim.

La comprovacidé que és un maxim es pot realitzar també estudiant el signe de la primera derivada abans
i després del valor trobat per a h (abans ha de ser positiva i després negativa).
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56. PAU 2013 - Juny - Série 3 - Exercici 6

6.- Sigui f(z) = 2° + ax® + bz + ¢. Sabem que la grafica d’aquesta funcié és tangent a la
rectar:y=x+ 3 en el punt d’abscissa * = —1 i que en el punt d’abscissa * = 1 la recta
tangent és parallela a la recta r.

Calculeu el valor dels parametres a, b i c.
[2 punts|
Solucié

Una recta és tangent a una corba en un punt si recta i corba tenen el mateix valor i la mateixa derivada
en el punt. Per tant,

f-)=2i f(-1=1.

El que en z = 1 la tangent sigui parallela a la recta que ens han donat (és a dir, que aquesta nova
tangent tingui el mateix pendent que y = x + 3) ens permet assegurar que f'(1) =1.

Com que f'(x) = 322 + 2a + b, tenim que
f(-1)=2= -14+a—-b+tc=2; fi(-1)=1=3-2a+b=1; ffI)=1=3+2a+b=1.

El sistema d’equacions lineals

a —b+e= 3
—2a + b -2
2a + b = -2

té per solucib a =0, b=-2,c=1.
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57. PAU 2013 - Juny - Série 4 - Exercici 4

4.- Es vol construir un canal que tingui com a seccié un trapezi isosceles de manera
que 'amplada superior del canal sigui el doble de I'amplada inferior i que els costats no
paral-lels siguin de 8 metres. Sota hi teniu un esquema de la seccié del canal.

L

(a) Trobeu el valor del segment assenyalat com a L en el dibuix, en funcié de la variable
x (amplada inferior del canal).

(b) Sabem que l’'area d’un trapezi és igual a la seva altura multiplicada per la semisuma
de les seves bases. Comproveu que, en aquest cas, l’area de la seccié ve donada per

31/ 256 — 12

A(z) = 1

(¢) Calculeu el valor de x perqué I'area de la seccié del canal sigui maxima (no cal que
comproveu que és realment un maxim).

[0,5 punts per Iapartat a; 0,5 punts per Papartat b; 1 punt per 'apartat |
Solucié

(a) Siguin by = x 1 bs = 2x les dues bases del trapezi. Es compleix que L 4+ by + L = ba. Per tant,
L=uz/2.

(b) L’altura del trapezi, d’acord amb el teorema de Pitagores, compleix que h? + L? = 8. D’aqui se’'n

dedueix que
V256 — 22

hiz) =
) = Y28
Llavors, 1'area és
Alz) by + ba ; 3r V256 —x?  31v256 — x?
)= ——h="". -
2 2 2 4 ’

tal com voliem.
(¢) La derivada de la funcié A(x) és
3 T 3(256 — 22?)
Allx) = — | V256 — 22 + — e (—20) | = — — .
@) 4 24/256 — x? (=2z) 44/256 — z2
Llavors, A'(x) = 0 implica que x = /128 = 8y/2.

També és possible treballar amb la funcié f(x) = 22(256 — 22), resultat d’haver elevat la funcio area
al quadrat 1 haver eliminar els factors constants.
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58. PAU 2013 - Juny - Série 4 - Exercici 6

6.- La funcié f(x) és derivable i passa per l'origen de coordenades. La grafica de la seva
funcié derivada és la que veieu aqui dibuixada, essent f'(x) creixent als intervals (—oo, —3]
i[2,+400).

y=fx

(b) Indiqueu les abscisses dels extrems relatius de la funcié f(z), classificant aquests ex-
trems.

1 punt per cada apartat
P I I
Solucioé

(a) L’equacio de la recta tangent a la grafica de y = f(x) en el punt d’abscissa a és y = f(a)+ f'(a)(x—
a). De l'enunciat, sabem que f(0) = 0 (“passa per l'origen de coordenades”) i de la grafica en deduim
que f'(0) = 1. Llavors, 'equacié de la recta buscada és y = 0+ 1(x — 0); és a dir, y = x.

(b) Com que la funci6é f(z) és derivable, els punts candidats a ser els seus extrems relatius tindran

la derivada igual a zero. D’acord amb el grafic, les abscisses d’aquests punts sén z; = -3, zo0 =11
Ty = 2.
e En z1 = —3 hi tenim un minim, ja que en ell la funcié derivada passa de ser negativa a ser positiva

(és a dir, la funcid f(z) passa de ser decreixent a ser creixent).

e En 9 = 1 hi ha un maxim. En efecte, la derivada passa de ser positiva (funci6 creixent) a ser negativa
(funci6 decreixent).

e Fin 3 = 2 torna a haver un minim, per la mateixa rad que en x.
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59. PAU 2013 - Juny - Série 5 - Exercici 6

6.- Un triangle rectangle situat en el primer quadrant té el vértex A en l'origen de coor-
denades, el vértex B = (x,0) en el semieix positiu d’abscisses i el vértex C pertany a la
recta r + 2y = 8. L’angle recte és el que correspon al vértex B.

C
Al B
.2
(a) Comproveu que l’area del triangle es pot expressar com A(x) = 2x — % .

(b) Trobeu els vértexs B i C perqué I'area del triangle sigui maxima i comproveu que es
tracta realment d’'un maxim.

[1 punt per cada apartat]
Solucid
8—ux

2
rectangle, podem agafar com a base el costat AB i com a altura el costat BC' (els catets del triangle).

(a) Sigui B = (z,0). Llavors el punt C és C = (x, f(z)) = (:L', ) Com que el triangle és

Llavors,

2 2 4 T4
(b) Per trobar els extrems d’aquesta funcio, trobarem els punts on la seva derivada és nulla.
xr

A'(:ﬂ)szE; Alr)=0 &= z=4.
Llavors, els vertexs del triangle son B = (4,0) i C' = (4,2).
1
Comprovem ara que és un maxim. Calculem la segona derivada de la funcio area, A”(z) = — 5 < 0.

Com que aquest valor és negatiu, es tracta d'un maxim.

Una altra manera de decidir que és un maxim consisteix en estudiar el signe de A’(z) abans del valor
x = 4 (signe positiu) i després d’aquest valor (signe negatiu).

També es pot raonar que la funci6 A(x) és una parabola amb el coeficient de z? negatiu i que, per
tant, el sen vértex (I'extrem relatiu) correspon a un maxim.
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60. PAU 2012 - Setembre - Série 4 - Exercici 4

4.- Una fabrica produeix diariament x tones d’un producte A i (40—5z)/(10—2x) tones d’un
producte B. La quantitat méxima de producte A que es pot produir és 8 tones. El preu

de venda del producte A és 100€ per tona i el del producte B és 250€ per tona.

(a) Construiu la funcié de la variable r que ens proporciona els ingressos diaris, suposant

que es ven tota la produccié.

(b) Calculeu quantes tones de cada producte s’han de produir didriament per a obtenir el

maxim d’ingressos, i comproveu que és realment un maxim relatiu.
[0,5 punts per Papartat a; 1,5 punts per Papartat b

Solucié

(a) D’acord amb I'enunciat, la funcié que ens dona els guanys diaris és

40 — bx

10 — =

f(x) = 100z + 250

(b) Per tal de localitzar el maxim benefici cal derivar la funcié anterior i igualar la derivada a zero.

40 — bx
10 — x=

~100z% — 2000z + 7500
B (10 — z)?

f(x) =100z + 250 = f'(x)

Llavors,

f(z) =0 = 100z% — 2000z + 7500 =0 = 2> — 200+ 5 =0=2=5, 2 = 15.

61. PAU 2012 - Setembre - Série 4 - Exercici 6

6.- Donades la recta y = ax + 1 i la parabola y = 3z — 22,

(a) Calculeu els valors del parametre a perqué siguin tangents.
(b) Calculeu els punts de tangéncia.

[1,5 punts per Papartat a; 0,5 punts per Papartat b

Solucio

(a) Posem y; = ax + 11 ys = 3z — 2.
Solucié 1

Perqué siguin tangents en un punt d’abscissa z, cal que y1(z) = y2(z) i ¥} (z) = y4(z) . Bs a dir,

(LI+1:3.’II—.’L'2; a=3—2x.

Substituint el valor de a, donat a la segona equacid, dins la primera equacid, ens queda que r = +1.

Perx =1elvalordeaésa=11iper = —1ecns quedaa=>5.
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Solucio2

Es pot imposar que la recta i la parabola es “tallin” en un sol punt doble. Perqué aix0 sigui aixi,
l'equacié az + 1 = 3z — 2% ha de tenir una sola solucio; és a dir, el seu discriminant ha de ser nul.
L'equacio és 22 + (a — 3)x + 1 = 0 i el discriminant A = (a — 3)?> —4-1- 1. Llavors,

(a—3?%-4=0 <= a’>-6a+5=0 < a=1o0 a=5.

(b) D’acord amb els valors de la variable @ trobats a apartat anterior (solucio 1) o els que es podem
trobar donant a a els valors 11 5 (solucid 2), tenim

= Per a a =1 (corresponent a © = 1), el punt de tangéncia és P; = (1,2).

= Quan a =5 (que correspon a x = —1), el punt de tangéncia és P, = (—1,—4).

62. PAU 2012 - Juny - Série 1 - Exercici 4

4.- Un rectangle esta inscrit en el triangle que té els costats en les rectes d’equacions
y=3x, z+y=6, y=0,

i té un costat sobre la rectay = 0. Trobeu-ne els vértexs perqué la superficie sigui maxima.

r=x x+y=8

[2 punts|

Solucid 1

Siguin Vi = (a,0) i Vo = (b,0) els vertexs del rectangle que es troben a 'eix OX (la recta y = 0), amb
a < b. Llavors, el vértex que es troba a la recta y = z, és de la forma Vj = (a,a) ; Paltre vértex, el que

es troba a la recta z +y = 8, és de la forma Vi = (b,8 — b) . Com que els vértexs V3 i Vj han d’estar a
la mateixa altura, cal que a =8 —b.

=y 4
I3 X+y=8
14 LS

La longitud de la base del rectangle és b — a i la seva altura és a = 8 — b. En conseqiiéncia la seva
superficie és
S=(b—-a)-a=(b—-8+b)-(8—b) = —2b* 4+ 24b — 64.

Per trobar el maxim, derivem la funcié superficie i igualem la derivada a zero.

S'(b)=24—4b; 24—-4b=0=b=6=—a=2.

Podem comprovar que el valor b = 6 correspon a un maxim utilitzant la segona derivada (S”(b)
—24 < 0), o bé argumentant que la funci6 superficie té per grafica una parabola amb coeficient de x
negatiu. També es pot fer comprovant el signe de la funcié derivada abans (surt positiu) i després (és

\ -

[
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Els quatre vértex son Vi = (2,0), Vo = (6,0), V3 = (6,2), Vi = (2,2).
Solucid 2

Sigui y = k la recta on esta el costat del rectangle parallel al que es troba a 'eix OX.

YN xy=8
y=k

Els vertexs sobre la recta y = k son (k, k) i (8 — k, k). Les seves projeccions ortogonals sobre l'eix OX,
que son els altres dos vértexs, donen (k,0) i (8 — k,0). La base del rectangle és (8 — k) —k =8 — 2k i
la seva altura és, evidentment, k. Llavors, la funcié que ens déna 'area del rectangle és

f(k) = (8 = 2k)k = 8k — 2k2.

La seva derivada és f'(k) = 8 — 4k. Quan la igualem a zero, s’'obté k = 2. Els quatre vértexs son els
trobats a la solucié 1. La comprovacid de qué es tracta realment d’un maxim es realitza de la mateixa
forma que en la solucié anterior.

63. PAU 2012 - Juny - Série 3 - Exercici 2

2.- Donades la recta y = 3x + b i la parabola y = 22,

(a) Calculeu I’abscissa del punt on la recta tangent a la parabola és parallela a la recta

T

(b) Trobeu el valor del parametre b perqué la recta sigui tangent a la parabola.

[1 punt per apartat]

Solucio

Posarem g1 (x) = 3z + b i ya(x) = 22

(a) Una condici6é necessaria i suficient perqué dues rectes siguin paralleles és que els seus pendents
siguin iguals. Com que el pendent de la recta és m, = ¢} (z) = 3 (també es pot trobar directament com
a coeficient de la variable x, ja que es dona l'equacid explicita de la recta) i la derivada de la parabola
és yo(x) = 2z, la recta donada i la recta tangent son paralleles en el punt on 3 = 2z, és a dir, en el
punt on I'abscissa valgui @ = 3/2.

(b) L'anic punt on la recta i la parabola podem ser tangents és el punt d’abscissa x = 3/2. Ho seran
siisol si y1(3/2) = y2(3/2), que succeeix quan b= —9/4.
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64. PAU 2012 - Juny - Série 3 - Exercici 5

5.- Un triangle equilater de vértexs A, B i (' té els costats de 8 cm. Situem un punt P
sobre una de les altures del triangle a una distidncia x de la base corresponent.

(a) Calculeu I’'altura del triangle de vértexs A, B i C.

(b) Indiqueu la distancia del punt P a cada un dels vértexs (en funcié de ).

(c) Determineu el valor de x perqué la suma dels quadrats de les distancies del punt P a
cadascun dels tres vértexs sigui minima.

[0,5 punts per Iapartat a; 0,5 punts per Papartat b; 1 punt per 'apartat |
Solucié

(a) Aplicant el teorema de PitAgores al triangle rectangle resultant d’agafar la meitat del triangle

equilater, tindrem que
h=V8 —42 =4V3.

També podem treballar amb trigonometria,
h 3
sin 607 = gb < h=28sin60"=8- % = 4V3.

(b) Les distancies demanades son

d(P,A) =d(P,C) = V42 + 22 = V16 +22; d(P,B)=h—2=4V3—=x.

(¢) La funci6 que es vol fer minima és f(x) = (d(P, A))* + (d(P, B))* + (d(P,C))?%, és a dir,
f(x) =2(16 + 2%) + (4V3 — 2)? = 327 — 8V3x + 80.
Per tal de trobar el minim d’aquesta funcio, cal igualar la seva deriva a zero. Com que f'(z) = 62—8/3,
8V3  4V3
6 3

Per ser f"(z) =6 > 0, podem assegurar que es tracta realment d’'un minim, tal com es volia.

lequacié f'(x) = 0 proporciona x =
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65. PAU 2011 - Setembre - Série 2 - Exercici 3

3.- Donada la funcié f(z) = 23 + az® + bz + c:

(a) Determineu la relacié que han de complir els parametres a, b i ¢ perqué f(x) tingui

un extrem relatiu en el punt d’abscissa x = —1.

(b) Calculeu el valor del parametre a perqué hi hagi un punt d’inflexié de la funcié f(x)

en el punt d’abscissa x =0.

(c) Determineu la relacié entre els parametres a, b i ¢ sabent que la grafica de f(x) talla

Ieix OX en el punt d’abscissa © = —2.

(d) Calculeu el valor dels parametres a, b i ¢ perqué es compleixin les tres propietats

anteriors alhora.

[0,5 punts per cada apartat]

Solucio

(a) Perque hi pugui haver un extrem relatiu de la funcié en x = —1, cal que f'(—1) = 0. Com que

f'(z) = 32% + 2ax + b, la relacié buscada és 3 — 2a + b= 0.

(b) En un punt d’'inflexio la segona derivada ha de ser zero. Tenim que f”(xz) = 6z + 2a; per tant,

f"(0) =2a = 0. Llavors, a = 0.
(¢) Es clar que la condicio és f(—2) = —8 +4a —2b+c=0.
(

d) Cal resoldre el sistema 3 —2a+b=0,a=0, -8+4a—2b+c¢=0. Lasoluci6 ésa=0,b=-31

c=2.
/=172 =V3/2 0\

66. PAU 2011 - Setembre - Série 2 - Exercici 6

6.- Sigui f(a) = / " (a?+ 2?)dx pera > 0.
0

1
(a) Comproveu que f(a) = — +a.
3a?

(b) Calculeu el valor del parametre a perqué la funcié f(a) tingui un minim relatiu.

[1 punt per cada apartat]

Solucié

T3 l/a

2 ol

a T+ —
3

9 1 N 1 n 1
=a -—+-—=a+ —5.
a 3ad 3a®

1/a )
(a) f(a) = [) (a® + 2°%)dx =

0
(b) Perqueé la funcié f(a) tingui un minim, és necessari que f'(a) = 0. Aixi,

1
f’(a):l—a—4:0:>a’1:1:>a:i1.

La condicié a > 0 fa que ens quedem solament amb a = 1.

La derivada segona de la funcié és f”(a) = 4/a®. Llavors, f”(1) > 0, la qual cosa indica que per a

a =1 hi ha un minim.
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67. PAU 2011 - Juny - Série 1 - Exercici 6

6.- Sigui f(z) = x%e™*, quan a # 0.

(a) Calculeu el valor de a perqué aquesta funcié tingui un extrem relatiu en el punt
d’abscissa x = 2.

(b) Quan a = 2, classifiqueu-ne els extrems relatius.
[1 punt per cada apartat]
Solucio

(a) La condicid necessaria perqué una funcié tingui un extrem relatiu en un punt és que la primera
derivada en ell valgui zero. Busquem la primera derivada de la funcié f(z).

Df(x) = 2ze % + 2 (—ae™ %) = ¢ ¥ (2x — ax?).

Llavors, Df(z) =0siisolsiz =00 x = 2/a ja que la funcié exponencial és sempre diferent de zero.
Si volem que la funcid tingui un extrem relatiu en x = 2, cal que a = 1.

NoTa: De fet és necessari encara comprovar que D?f(2) # 0. Com que D?f(z) = e~ (2 — dax +a’z?),
és clar que per @ = 1 el valor de D?f(2) no és zero.

(b) Podem aprofitar la feina feta a 'apartat anterior: quan a = 2, tenim que la funcié pot tenir extrems
enz=0ienxr=2/2=1.

D’altra banda, quan a = 2, D*f(z) = e 2*(2 — 8z + 42%). Com que D?f(0) = 2 > 0, en el punt
d’abscissa = 0 hi ha un minim; aix{ mateix la desigualtat D?f(1) = —2e™2 < 0 ens diu que en el
punt d’abscissa x = 1 hi ha un maxim.

Igual que a la qiiestio 3, la classificacid dels extrems es pot realitzar estudiant el signe de la derivada
abans i després dels punts trobats.
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68. PAU 2011 - Juny - Série 4 - Exercici 3

3.- La grafica corresponent a la derivada d’una funcié f(x) és la segiient:

T

(a) Expliqueu raonadament quins valors de x corresponen a maxims o a minims relatius
de f(z).

(b) Determineu els intervals de creixement i decreixement de la funcié f(x).

[1,5 punts per Papartat a; 0,5 punts per Papartat b

Solucié

(a) Perque la funci6 f(z) tingui un extrem relatiu en un punt, és necessari que la seva derivada valgui
zero en aquest punt. D’acord amb la grafica, aixd passaperz = -3, =01z =2.

Abans del punt x = —3, la funci6 derivada és negativa i després és positiva; aixo vol dir que en aquest
punt hi tenim un minim relatiu.

Amb un raonament paral-lel podem comprovar que en z = 0 la funcié f(x) té un maxim relatiu i en
el punt = 2 no hi ha ni maxim ni minim (la derivada és negativa als dos costats); de fet, en aquest
punt hi ha un punt d’inflexi6.

(b) D’acord amb els signes de la derivada,

» La funcio f(x) és creixent a Uinterval (—3,0) .

» La funci6 f(x) és decreixent a (—oo, —3) U (0, +00) .
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69. PAU 2011 - Juny - Série 4 - Exercici 6

6.- Dins d’un triangle rectangle, de catets 3 i 4 cm, hi ha un rectangle. Dos costats del

rectangle estan situats en els catets del triangle i un dels vértex del rectangle és a la
hipotenusa del triangle.

(a) Feu un esbés de la situacié descrita.

(b) Si z és la longitud del costat del rectangle que esta situat en el catet petit i y és l’altre
costat del rectangle, comproveu que es compleix que 4z + 3y =12.

(c) Determineu les dimensions del rectangle perqué la seva area sigui maxima.
[2 punts]

(a) La grafica de la situacio és

X
4
by
3
. 4 44—y - . . .
(b) Per semblanga de triangles, 3= . Es a dir, 4x 43y = 12. Hi ha altres relacions de semblanca
x
. .. 4 Y
que ens porten a la mateixa relacid; per exemple, 373 .
—

També es pot arribar a la relacié entre x i y utilitzant geometria en el pla. En efecte, podem considerar
com a eixos de coordenades les rectes que contenen els catets. Llavors, la recta que conté la hipotenusa
passa pels punts (3,0) i (0,4); per tant, la seva equacio és

r—3 y—0
0—-3 4-0’

és a dir, 4z + 3y =12.

Com que el punt (z,y) pertany a aquesta recta, ha de complir la seva equacio.
12 — 4x
3

(¢) De la relacio trobada a lapartat anterior se’n dedueix, per exemple, que y = . Llavors,
I’area del rectangle és

12 — 4z 12z — 422

A=z -y==z- =
=TT 3
Per tenir un valor maxim, cal que la primera derivada sigui nul-la.
12 — 8x 3
A':Tr; A =0+ 12-8r=0 < :1:25.
12 —4(3/2)

Llavors, y = = 2. Les dimensions del rectangle buscat son 3/2 de base i 2 d’altura.

3
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70. PAU 2010 - Setembre - Série 2 - Exercici 3

3.- Considereu tots els prismes rectes de base quadrada amb un volum V fixat. Anomeneu
z el costat de la base del prisma i y a la seva altura. Es demana:

(a) Trobeu I'expressié del volum i de I’drea total del prisma en funcié de les variables z i
1.

(b)) Comproveu que el que té drea total minima és en realitat un cub.

[0,5 punts per apartat a; 1,5 punts per Papartat b

Solucié

Amb les notacions de 'enunciat,
V=u?y, A=22%+42y.

Aillant el valor de la variable y de expressio del volum, y = V/22. Substituint aquest valor a I'expressi6
que ens doéna l’area obtenim

V 4V
A=222+ 4:1:—2 =27+
T

€T

Per trobar el valor minim de 'area, derivem aquesta expressio respecte de x i la igualem a zero.

%4 Vv 5/ V3
D’aqui y = i W =9 e VvV. En definitiva, y = z i el prisma és un cub.

Per comprovar que es tracta realment d’'un minim, cal trobar la segona derivada de la funcio area i
. . . 3
veure quin signe té per al valor ©x = V'V

8V
Al=dt = A'(VV) > 0.
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71. PAU 2010 - Juny - Série 1 - Exercici 3

3.- Un segment de longitud fixada m recolza sobre els eixos de coordenades. Calculeu
el valor de ’angle o que forma el segment amb l'eix OX perqué el triangle rectangle
determinat pel segment amb els eixos i del qual m és la hipotenusa tingui drea maxima.
Comproveu que es tracta realment d’un maxim.

oy

Q

[2 punts]
Solucié 1

Siguin P = (x, ) iQ=1(0,y) el&. punts on el segment toca als eixos de coordenades. Llavors, és evident

T -
que 22 +y? =m? ique A = 7 De la primera igualtat, y = v'm? — x2. Substituint aquest valor a la

T-vVm?2 — a2

férmula que ens dona l'area, ens queda A = ——————. Ara cal trobar el valor de la derivada, o bé

de la funcié A(x) o bé de la funcié B(x) = [A(x)]?, la qual permet simplificar el calcul de la derivada,
sense canviar el resultat.

, m? — a2 x? m? — 222 , 2x(m? — 22) — 223 z(m? — 222)
Alz) = - = —; B'(z)= =
2 2vm?2 — 22 2v/m?2 — a2 4 2
, . » mo. o, N . 7 »
A'(x) = 0 té com a solucié © = +—— i B/(z) = 0 admet a més a a més, la solucié x = 0. Tant la
V2
-2 . . .. m
solucid nul-la com la negativa no tenen sentit en aquest exercici. Per tant, ha de ser x = —. Llavors,

V2

. m
\/5.

TI'L —I'

. . N .. PPN Lo ™
Aixi, el triangle amb area maxima és isosceles (z = y). O sigui, o = 1 (= 45%).

Ara cal comprovar que es tracta realment d'un maxim. Per fer-ho calcularem la derivada segona de
A(z) o de B(x), segons quina funci6 s’hagi utilitzat.

20% — 3m2x

e _
Alw) = 2(m?2 — x2)3/2

d'on A"(m/V2)=-2<0;

m? — 6a2
2

D’una manera o de 'altra, la derivada segona negativa indica que es tracta d’un maxim.

B"(z) = i, per tant, B"(m/v?2)=—-m?<0.
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Aquesta solucid utilitza trigonometria, que no entra especificament al temari de les proves d’accés, pero
que l'alumne ha cursat al seu primer curs de batxillerat. Sigui P el punt on el segment toca a l'eix
OX iQ el punt on el segment toca a l'eix QY. Es clar que P = (m-cosa, 0) i que Q = (0,m -sina).
Llavors, 'area del triangle rectangle format pels eixos i el segment és
(m-cosa)  (m- sina) m?
A= =5 (sin v - cos a).

2

Per trobar el seu valor maxim, busquem la derivada de A respecte de «, la igualem a zero i busquem
les solucions de I'equacid resultant, tenint en compte que ha de ser un angle del primer quadrant.

2 2 2
A = % (cosa - cosa —sina - sina) = % - (cos® a — sin o) = % - cos(2a) .
Llavors,
!/ N ™ (o] o 0 kTr o (o]
A'=0 < cos(2a) =0 <= Z(IZE‘FRZ?T (=90° + 180 k):>(.lfzz+7 (= 45" 4+ 90°F).

) 3 b
Com que « ha de ser del primer quadrant, la resposta és solament « = 1 (= 457).

Per comprovar que es tracta d'un maxim, busquem la derivada segona de 1’area i 'avaluem en el punt

trobat,

2
AT — %(_5111(2(1) - 2) = A" (%) — —m?2. Sing ——m?<0.

En efecte, es tracta d'un maxim.

72. PAU 2010 - Juny - Série 4 - Exercici 3

3.- Sigui P(x) = az® + bz + ¢ un polinomi qualsevol de segon grau.

(a) Trobeu la relacié existent entre els parametres a, b i ¢ sabent que es compleix que

(b) Quan es compleix la condicié anterior, indiqueu quins valors pot tenir P'(3/2).
[1 punt per cada apartat]
Solucié

(a) Com que P(1) =a+b+ci P(2) = 4a + 2b + ¢, tenim el segiient sistema,

at+b+e=0

4a+2b+c:0} — b=-3a, c=2a.

Aquestes son les relacions que s’han de verificar: b = —3a, ¢ = 2a.

(b) La derivada del polinomi P(z) = az? — 3ax + 2a és P'(x) = 2ax — 3a. Per tant, P'(3/2) = 0 per
tot valor del parametre a.
73. PAU 2010 - Juny - Série 4 - Exercici 5

5.- En la figura segiient es representen dues funcions. L’una és la derivada de laltra.
Decidiu si la funcié f(x) és la derivada de la funcié g(x) o és a l'inrevés, estudiant qué

T
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Soluci6
En 2 = a, la funcié g(x) té un maxim relatiu (per tant ¢’(a) = 0) i la funcié f(z) val zero (f(a) = 0).

En x = b la funci6 g(x) té un punt d’inflexio; per tant, la seva segona derivada en aquest punt val zero
(¢"(b) = 0). La funcié f(z) té un minim relatiu en aquest mateix punt (f'(b) = 0).

Finalment, en x = ¢ la funcié g(x) té un minim relatiu (un altre cop ¢'(c) =0) 1 f(¢) = 0.

Tot aix0 ens permet assegurar que la funcié f(x) és la derivada de la funcio g(x).

74. PAU 2009 - Setembre - Série 1 - Exercici 3

3.- Sigui f(x) =22% — 2? + 3x + 1. Donades les rectes ry :y=x +2iry:y="Tr — 2:

a) Expliqueu, raonadament, si alguna de les dues rectes donades pot ser tangent a la
corba f(x) en algun punt.

b) En cas qué alguna d’elles ho sigui, trobeu el punt de tangéncia.

[1 punt per cada apartat]
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a) Una recta i una corba séon tangents en un punt si les dues passen pel punt i tenen el mateix pendent
en ell. El pendent de la corba en un punt és el valor de la derivada de la funcié en el punt. Calculem
aquesta derivada: f’(x) = 62? — 2z + 3.

La recta r; pot ser tangent a la corba si i sol si existeix algun valor de z per al qual f'(x) = 1 (que és
el valor del pendent de ). Com que equacié 622 — 2z + 3 = 1 no té solucions (reals), la recta r no
pot ser tangent a la grafica de f(x).

Paral-lelament, la recta 75 pot ser tangent a la corba si i sol si 'equacié 622 — 2z + 3 = 7 té alguna
solucio. Com és facil veure, aquesta equacié admet com a solucions x = 1 iz = —2/3. Per tant, la
recta ra pot ser tangent a la grafica de f(x).

b) Per x = 1, la funcié val f(1) =2—1+3+1=51larectary, y =7 — 2 = 5; o sigui, tant la corba
com la recta passen pel punt (1,5). Aquest és el punt de tangéncia.

Per x = —2/3 tenim que f(—2/3) = —55/27 1 y(—2/3) = —20/3, la qual cosa indica que la recta i la
corba, en aquest cas, no sén tangents.

Les segiients grafiques il-lustren la situacid de la funcid i de les rectes donades.

wor 1)

En la de 'esquerra tenim la posicio de la funcié f(x) i r1, veient-se clarament que no poden ser tangents.
En la de la dreta, la recta ro és tangent a la grafica de f(z) en el punt (1,5); la recta r) és paral-lela
a ry (és a dir, té el mateix pendent) passant pel punt (—2/3, —55/27), pero, evidentment, no és .
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75. PAU 2009 - Juny - Série 3 - Exercici 5
PROBLEMES

4 l
5.- Sigui f(,[) =a-+ — + _)2.
xT €T

a) Calculeu els valors de a i b, sabent que la recta 2x + 3y = 14 és tangent a la grafica de
la funcié f(z) en el punt d’abscissa x = 3.
Per la resta d’apartats, considereu que a = —3 i que b = 4.

b) Trobeu els intervals de creixement i de decreixement de la funcié f(x). Trobeu i classi-
fiqueu els extrems relatius que té la funcié.

¢) Calculeu els punts de tall de la funcié f(x) amb l'eix OX.

d) Trobeu I’'area del recinte limitat per la grafica de la funcié f(x), I’eix OX i les rectes
rz=1ix=23.

[1 punt per apartat a; 1 punt per 'apartat b; 0,5 punts per 'apartat ¢; 1,5 punts per 'apartat d]

Solucié
14 — 22 | . .
a) Perqué la recta y = —5 sigui tangent a f(x) en el punt = = 3 cal que f(3) = y(3) i que
4 21
f'(3) = ¢/(3). Tenint en compte que f'(z) = —— = —;, ens queda el sistema d’equacions
T xZT-
n 4 n b 8 4 2b 2
a+-+-=- 1 —=-—-——==—=
3 9 3 9 27 3’
que té per solucio a =11b=3.
. . L 4 4 i . 4 8
b) La funci6, quan a = -3 ib =4, é f(r) = -3+ — + — ila seva derivada és f'(z) = ——5 — —.
€T xr €T o iy

Els possibles extrems relatius han de complir f/(z) = JO; de fet, aquesta equacié solament té la solucio
x = —2. Cal tenir en compte, a més a més, que el punt x = 0 no és del domini de la funci6é. Aixi,
per estudiar els intervals on la funcié creix o decreix, haurem d’assenyalar sobre la recta real els punts
r=-21iz=0,
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Com que f'(—3) <0, f/(—1) > 01 f'(1) < 0, podem assegurar que

= la funcio f(z) és creixent a (—2,0);

» la funcio f(x) és decreixent a (—oo, —2) U (0, +00);

= la funcié té un minim relatiu en 2 = —2; és el punt (-2, —4).
Cal notar que la funcidé no té extrem relatiu en x = 0 perqué aquest punt no és del domini.
¢) Les abscisses dels punts de tall d’aquesta funcié amb 1’eix OX son les solucions de 'equacié f(z) =0
(és a dir, —3 + ” + % = 0). Aquestes solucions s6n x = —2/3 1 x = 2.

d) Com que el punt de tall amb l'eix OX 2 = 2 esta dins de 'interval d’integracio, tal com es pot
veure a la figura segiient,

I’area demanada s’ha de calcular en dos trossos,

3 2 :
A= [ ( 3+ + 4)d:1:+/ (3442)071'—[ 3r+4ln|x 4] +[3:I:4ln:r+4
J2 A x| x]9

4

76. PAU 2008 - Setembre - Série 4 - Exercici 1

QUESTIONS

1.- Considereu la funcié f(x)=ax® + x+ b (a,be R ). Trobeu els valors de a i b que fan
que la recta y = 2x +1 sigui tangent a la grafica de f quan x =1.

PUNTUACIO: 2 punts.

Solucio:

Si la recta donada és tangent a la grafica de la funcié f, es pot assegurar que
f=y(1)=2-1+1=3. Amés a més, f'(1)=2. Utilitzant aquestes dues igualtats, i observant

que f'(x)=2ax+1, s’arriba al sistema

at+b+1=3
2a+1=2

que té per solucio a:% i b=

N

(00 1)
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77. PAU 2008 - Juny - Série 2 - Exercici 5

PROBLEMES

5.- Considereu una funcio tal que la seva representacio grafica a I'interval (—3,3)
és

a) Esbrineu les abscisses dels seus punts extrems (maxims i minims)
relatius.

b) Estudieu el creixement i decreixement de la funcio a I'interval (—3,3).

¢) Feu un esbos de la grafica de la derivada d’aquesta funcio.
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d) Sabent que la funcié és de la forma f(x) = ax* + bx® + ¢, trobeu de quina
funcio es tracta.

PUNTUACIO:
Apartat a) 0.5 punts; apartat b) 0.5 punts; apartat ¢) 1 punt; apartat d) 2 punts.

Solucio:

a) Es facil observar que els maxims relatius es troben quan x =—2 i x=2. El
minim relatiu té abscissa x = 0.

b) D’acord amb la grafica, la funci6 és
e creixenta (—3,-2)U(0,2).
o decreixenta (—2,0)U(2,3).
Graficament,

(-3,-2) (-2,0) (0,2) (2,3)

c) La grafica de la derivada és

d) Sabem que f(—2) =1, f(2)=1, f'(-2)=0, f'(2)=0, f(0)=0 i f(0)=—1.
Es a dir, tenim el sistema lineal
16a+4b+c=1
16a+4b+c=1
—-32a—-4b=0 | que té per solucions a=-1/8, b=1ic=-1.
32a+4b=0
c=-1

O sigui, que la funci6 és f(x) = —x*/8 + x —1.
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78. PAU 2008 - Juny - Série 5 - Exercici 1

QUESTIONS

1.- Trobeu els valors dels parametres a i b per tal que la funcio seglient sigui
continua i derivable en x =2.

Fix) = ax®* +2x+3 si x<2
X +bx+5 si x=2
PUNTUACIO: 2 punts.
Solucio:

Per a qué la funcié sigui continua en el punt x =2, cal que els limits laterals existeixin,
coincideixin i siguin iguals al valor de la funcié en el punt.

lim f(x) = lim (ax* +2x+3)=4a+7;

X—2" X—2°

lim f(x)= lim (x> + bx +5) =13 + 2b.
x—2" X2

f(2) =13 +2b

Aixi, ens queda que la funcié és continuaen x=2 siisolsi 4a+7 =13+ 2b.
Per estudiar la derivabilitat, busquem les derivades laterals en el punt 2,

flix)=2ax+2=f'(2)=4a+2; f(x)=3x*+b=f/(2)=12+b.

La funcié és derivable en el punt x=2, si i sol si 4a+2 =12+ b. Arribem aixi al
sistema

4a-2b=6
4a-b=10

que té per solucié a:g, b=4.

79. PAU 2008 - Juny - Série 5 - Exercici 3

3.- Digueu per quin valor de x la recta tangent a la corba y —In(x* +1) és
paral-lela a la recta y — x. Escriviu I'equacio d’aquesta tangent.

PUNTUACIO: 2 punts.

Solucio:

El pendent de la recta tangent ha de valer 1. Per tant, cal igualar la derivada de la
funcié f(x) = In(x® 4 1) a aquest valor.

Fx)=—2X_ o ox—x@+1e x=1.

X2 1

L'equacio de la recta tangent és y = x —1+1n(2) .
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80. PAU 2008 - Juny - Série 5 - Exercici 6

6.- De tots els triangles rectangles d’hipotenusa 10 cm, trobeu la longitud dels
catets d’aquell que té perimetre maxim. Feu la comprovacio de que la solucio
trobada correspon realment al perimetre maxim.

PUNTUACIO: 2.5 punts pel calcul dels catets; 1.5 punts per la comprovacio.

Solucio:

Siguin x i y els catets del triangle. Llavors sabem, d’acord amb el teorema de
Pitagores, que x* + y2 =102, la qual cosa ens permet aillar, per exemple, el valor de
la variable y enfuncidédela x: y = V100 — X2 .

El perimetre del triangle és P =10+ x + y =10 + x + 100 — x2 .

Per trobar el maxim d’aquest valor, calculem la derivada del perimetre respecte de x.

P'(x)=1 X lgualem aquesta expressiod a zero i esbrinem el valor de la
V100 — x2
variable x,
P(x)=0e1-—X  —0ex=1100—x% & 2x2 =100 < x = +542 .

V100 — x?

El valor negatiu no té cap sentit en aquest problema (encara més: es pot observar que
el valor negatiu NO ES solucié de l'equacié P'(x) =0). Aixi, ens quedarem amb

x =542 . Llavors, y =100 — (5v/2)? = 52.

Per fer la comprovacié demanada, podem buscar el signe de la derivada segona de la
funcié P(x) en el punt x =52,

-100

—~100 <0
(100 —50)%/2

PII(X) _

Que la segona derivada sigui negativa ens diu que el punt (5v2, 5v/2) correspon a un
maxim.

La comprovacié també es pot fer analitzant el signe de la primera deriva de la funcié
perimetre, tenint en compte que el domini de la funcié P’(x) és (—10,10).

(—10, 5v2) (5v2,10)

P'(x) >0 P'(x) <0

La funcié creix | La funcio decreix
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81. PAU 2007 - Setembre - Série 3 - Exercici 6

6.- Donades les funcions f(x)=x*>—ax-4 i g(x) =X_2:+ Ve

a) Calculeu a i b de manera que les grafiques de f(x) i de g(x) siguin tangents en el punt
d’'abscissa x =3, és a dir, que tinguin la mateixa recta tangent en aquest punt.

b) Trobeu I'equacio de la recta tangent esmentada a I'apartat anterior.

c) Pel valor de a obtingut al primer apartat, calculeu el valor de I'area de la regi6 limitada
per I'eix d’abscisses OXi la funcio f(x).

a) Les grafiques d'ambdues funcions seran tangents en el punt d’abscissa x=3 quan en
aquest punt coincideixin les funcions i les derivades, és a dir,

f(3)=9(3), f'(3)=g'(3).
Llavors,
9—3&—4—g+b 17
2 "> a=3 b=——.

6-a=3 2

b) L’equacié de la recta tangent demanada es pot construir a partir de qualsevol de les dues
funcions, per exemple a partir de f(x).

Comque f(3)=-4, '(3)=3, lequacioés y+4=3(x-3).

c¢) Per calcular I'area demanada, primer cal trobar els punts de tall amb I'eix i esbrinar si la
funcié queda per sobre o per sota del mateix.

f(X)=0—>x%-3x-4=0> x=-1x=4.

En un punt intermedi, per exemple quan x=0, la funcidé és negativa i, per tant, en l'interval
d’integracié queda per sota de I'eix. També s’admet una representacio grafica o, també, com
que la corba y = f(x) és una parabola amb les branques orientades amunt, necessariament
ha de tancar la regié per sota de l'eix.

4

Area= —.[_41()(2 -3x-4)dx = [—X—3+ £+ 4x} _125
3 2 » 6

PUNTUACIO:

Apartat a)

0.5 punts per plantejar la igualtat de la funcié i de la derivada quan x=3.

0.5 pel calcul de ai 0.5 pel calcul de b.

Apartat b) 1 punt.

Apartat c)

0.5 punts pel planteig de la integral (punts de tall, orientacié i expressié de la integral que
s’ha de calcular).

0.5 punts pel calcul correcte de la primitiva.
0.5 punts per I'aplicacié correcta de la regla de Barrow.
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82. PAU 2007 - Juny - Série 1 - Exercici 1

QUESTIONS

1.- En quin punt la recta tangent a la funcid f(x) = x-e”* és paral-lela a I'eix
d’'abscisses? Escriviu I'equacié de la recta tangent en aquest punt.

La recta tangent sera horitzontal quan la derivada valgui zero. Per tant
flix)=e*+xe*=0—-e*(x+1)=0— x=-1.

Llavors, quan x =-1 la tangent és horitzontal i donat que f(-1) = —e ', el punt de tangéncia
és (—1,—e*1) i la recta tangent demanada té per equacio y = —e ', obé y= —é.
PUNTUACIO:

1 punt per trobar correctament el valor de x.
1 punt per obtenir I'equaci6 de la tangent.
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83. PAU 2007 - Juny - Série 2 - Exercici 2

2.- La funcié derivada f'(x)de certa funcié continua f:R — R és una funcié a
trossos formada per les semirectes del dibuix.

f{x] [ ]

1

T
1 2\

a) Digueu si és derivable en tots els punts de R i per qué.

b) Estudieu el creixement i el decreixement de f(x).

c) Trobeu si f(x) té algun extrem relatiu i, si és aixi, per a quin valor de x i de quin
tipus.

d) Sabent que f(0) =1, calculeu el valor de f(1).

Justifiqueu totes les respostes.

a) La funcié deixa de ser derivable quan x =1 ja que la derivada no esta definida en aquest
punt. Per tant, és derivable per a tots els reals excepte x=1.

b) La funcié creix pels valors de x amb derivada positiva, és a dir, quan x € (—,2). Decreix
on la derivada és negativa, per tant, quan x e (2,+c0).

c) Pera x =2 la derivada val zero i la funcid passa de créixer a decréixer; és a dir, per a
aquest valor de x la funcié té un maxim relatiu.
d) L'area sota la funcié derivada des de x =0 finsa x =1 val 1 per tant
1
jof'(x)dx =f(1)-f(0)=1—>f(1)=1+f(0)=2.

També es pot avaluar f(1) obtenint préviament la funcié primitiva per x < 2.
f(x)= [f'(x)dx=[dx=x+C, icom f(0)=1-C=1 i (1)=2.

PUNTUACIO:

0.5 punts cada apartat.

Les respostes han de ser, sobretot, justificades. No compteu cap resultat que no estigui
justificat.



84. PAU 2007 - Juny - Série 2 - Exercici 3

3.- Calculeu els valors del parametre a,a # 0, que fan que les tangents a la corba
d'equacié y = ax* +2ax® —ax+1512 en els punts d'inflexié siguin perpendiculars.

Primerament es calculen les derivades primera i segona de la funcié
f(x) = ax* +2ax® — ax+1512 que defineix la corba donada.

f'(x)=4ax’ +6ax’ —a, f"(x)=12ax*+12ax.
La condicio de punt d'inflexié és que la derivada segona s’anul-li,
12ax® +12ax =0 —12ax(x+1) =0,

que proporciona les solucions x =0 i x=-1. En tots dos casos es pot comprovar que la
derivada tercera no és nul-la i, per tant, corresponen a abscisses de punts d’inflexi.

Els pendents de les rectes tangents en els punts d'inflexid valen

f'(0)=-ai f'(-1)=a.
Si les rectes han de ser perpendiculars s’ha de verificar que el producte dels seus pendents
valgui -1, és a dir

-a-a=-1-a=+1.

PUNTUACIO:

0.5 pel calcul correcte de les dues derivades.

0.5 per I'obtenci¢ de les abscisses dels punts d'inflexié. Si no comproven que les derivades
terceres son diferents de zero no penalitzeu.

0.5 per obtenir correctament els pendents de les tangents.

0.5 per aplicar correctament alguna condicié de perpendicularitat.

Pot passar que alguns estudiants obtinguin les equacions completes de les tangents, en
aquest cas, si ho fan malament no penalitzeu. Comproveu només que els pendents sén els
que toquen.
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85. PAU 2007 - Juny - Série 2 - Exercici 5

PROBLEMES

5.- Un magatzem té forma de prisma recte de base quadrada i volum 768 m°. Se sap que la
pérdua de calor a través de les parets laterals val 100 unitats per m?, mentre que a través
del sostre és de 300 unitats per m®. La pérdua pel sol és molt petita i es pot considerar
nul-la. Calculeu les dimensions del magatzem per a qué la pérdua de calor total sigui
minima.

Anomenem x al costat de la base i y a I'altura del magatzem. Llavors:
o Pérdues pels laterals: 400xy .

o Peérdues pel sostre: 300x°.
o Pérdues totals: 400xy +300x>.

. 768 . . . X
Tenint en compte el valor del volum, y =—, | aix0 permet expressar les perdues com una
X

funcio de x.

_ 307200

P(x) +300x2.

Derivant, igualant a zero i resolent s’obté

307200

X2

P'(x)=0 — +600x=0 —» x°=512 = x=8.

Finalment, es comprova que es tracta d'un minim

2-307200
=— 4

X3

P"(x) 600 — P"(8)>0.

Per tot aix0, la solucié és: x=8m, y=12m.

1 punt per plantejar el problema.

1 punt per expressar les pérdues com a funcié d’'una unica variable.
1 punt per resoldre DERIVADA=0.

0.5 punts per comprovar que es tracta d’'un minim.

0.5 punts per obtenir el valor de y.
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86. PAU 2006 - Setembre - Série 4 - Exercici 1
QUESTIONS

Sigui f: R — R la funcié definida per f(x)=e*(ax+b), on ai bsén nombres reals.
a) Calculeu els valors d’ai b per tal que la funcié tingui un extrem relatiu en el punt
(3,6%).

b) Per als valors d’a i b obtinguts, digueu quin tipus d’extrem té la funcié en el punt
esmentat.

a) Si en el punt (3,€®) hi ha un extrem relatiu, sabem dues coses: f(3)=¢€® i f(3)=0. La

derivada de la funcio és f'(x)=e*(ax+ b+ a); llavors, ens queda

f(3)=¢e° o e*(3a+b)=¢°
f'(8)=0 e*(4a+b)=0
Com que e® 20, el sistema a resoldre és
{33+ b=1

4a+b=0
que té com a solucié a=-1i b=4.

b) La derivada segona és f"(x)=e*(2-x). Trobem el seu signe quan s’avalua en x=3:
f"(38)=-e® <0. Pertant, en x=3 hi ha un maxim.

0.5 punts per dir que cal fer /(3)=0 i f'(3) =0 icalcular correctament la derivada.
0.5 punts pel plantejament i resolucié del sistema
1 punt per l'apartat b)



87. PAU 2006 - Setembre - Série 4 - Exercici 5
PROBLEMES

5. Considereu la parabola d’equacié y = x* +2x—3.

a) Calculeu les equacions de les rectes tangents a la parabola en els punts d’abscissa
x=—1ix=1.

b) Calculant el minim de la funcié y = x* + 2x -3, trobeu el vértex de la parabola.

c) Trobeu les interseccions de la parabola amb els eixos i feu una representacié
grafica de la parabola i de les tangents obtingudes al primer apartat.

d) Calculeu I'area compresa entre la parabola i les rectes tangents.

a) Les rectes tangents buscades son de la forma y-f(a)=f'(a)-(x—a), essent
f(x)=x%+2x-3.Comque f'(x)=2x+2,

e pera x=-1,larectatangentés y—f(-1)=1f'(-1)-(x+1), és adir, y=-4.

e pera x=1,queda y—f(1)=f'(1)-(x-1),don y=4x-4.

b) El minim de la parabola ha de complir f'(x)=0. Per tant, x=-1. El vertex és
V=(-1-4).

c) x> +2x-3=0 té com a solucions x=11i x=-3. Els punts de tall amb l'eix d'abscisses
sén (1, 0) i (-3, 0); quan x=0, el valor de la funcié és -3; per tant, el punt de tall amb I'eix
d’ordenades és (0, -3). La representacio grafica demanada és

d) Cal trobar els punts de tall entre les corbes (o rectes) que limiten el recinte del qual
busquem l'area: les dues tangents i la parabola. Ens queda,

y=4x-4
y=-4

y:x2+2x—3

P=(0,-4), { Q=(-1-4),

y=-4

— 2 _
{y_x +2x-3 R=(10).

y=4x-4
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Llavors, A= [_01[()(2 1 2x—3)—(-4)ldx + J'(:[(x2 +2x—3)—(4x—4)|dx = %u.s. .

Apartat a): 0.5 punts per cada tangent.

Apartat b): 0.5 punts pel calcul de la derivada i trobar el valor x=-1; 0.5 punts pel
calcul del vértex.

Apartat c): 0.5 punts pels punts de tall; 0.5 punts per la grafica.

Apartat d) 0.5 punts pel plantejament; 0.5 punts pel resultat final.

[px+7y+82:1370

88. PAU 2006 - Juny - Série 1 - Exercici 6

6. Considereu la funcio f(x)=x* +ax® + bx2+cx+7.
a) Calculeu ¢ sabent que la seva recta tangent en el punt d’abscissa x=0 és
horitzontal.

b) Per al valor de c trobat a I'apartat anterior, calculeu a i b sabent que aquesta funcié
té un extrem relatiu en el punt d’abscissa x =-2 ique talla a I'eix OX quan x=1.

c) Per als valors obtinguts als altres apartats, calculeu els intervals on la funcio creix i
decreix, els seus extrems relatius i feu una representacio grafica aproximada.

a) La condici6 equival a demanar f'(0)=0. Com que f'(x)=4x>+3ax® +2bx+c, llavors
c=0.
b) La condicid d’extrem relatiua x=-2 és f'(-2)=0, és a dir, -32+12a-4b=0.

La de tallal'eix OX quan x=1 correspona f(1)=0 i, pertant, 1+a+b+7=0.

Per tot aix0, cal resoldre 3a _bb B 2} gue té per solucid a=0,b=-8.
a+b=-
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c) Els calculs anteriors condueixen a f(x):x4—8x2+7, que té per derivada

f'(x)=4x3 —16x. Per trobar els extrems relatius es resol f'(x)=0 que té per solucions
x=0, x=-2, x=2. La derivada és positiva a (-2,0) U (2,==) i la funcid creix en aquesta regié.
La funcid decreix en els intervals en qué la derivada és negativa, és a dir, dins
(—e2,—2)U(0,2) .

Considerant els signes de la derivada, es pot afirmar que a x=-2 ia x=2 hi ha minims
relatius, mentre que a x =0 es troba un maxim.

Maxim relatiu: ( 0,7) . Minims relatius: (-2,-9) , (2,-9).

La grafica és

15}

10t

1 punt per 'apartat a).

1 punt per l'apartat b).

0.5 punts pels intervals de creixement i decreixement.
0.5 punts pels extrems relatius.

1 punt per la grafica.

89. PAU 2006 - Juny - Série 3 - Exercici 1

QUESTIONS

1. Considereu la funcié definida perf(x):%. Calculeu quant val el pendent de la

recta tangent a la seva grafica pel punt d’abscissa x =0. Trobeu si hi ha altres punts
en els que el pendent de la tangent sigui igual a I'obtingut.

X2 +2x-1
En primer lloc es calcula la derivada de la funcié, f'(x) = ﬁ Ara només resta calcular '(0),
x+1
que proporciona un pendent igual a —1.
L x° +2x-1 ,
Per veure si hi ha altres punts, cal resoldre ﬁ =—1 que, operant, es transforma en I'equacié
X+1

de segon grau 2x° +4x=0. Les solucions sén x=-2 i x=0. Aquest Ultim és el punt estudiat a la
primera part de la questio.
0.5 punts pel calcul de la derivada.

0.5 punts pel calcul del pendent
1 punt per la segona part de la quiestio.
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90. PAU 2006 - Juny - Série 3 - Exercici 2

2. Considereu la funcié y = f(x) definida per x e [0,5] que apareix dibuixada a la figura adjunta.

Y A

a) Quina és I'expressio de la seva funci¢ derivada quan existeix.

b) Calculeu J.s f(x)dx.

a) La funcié de la grafica esta constituida per segments de recta que, d’esquerra a dreta, tenen
pendent igual a 1, 0i -2. Per tant, la funcio derivada és

1 si xe(0,2)
f'(x)=40 sixe(2,4).
-2 si xe (4,5)

b) La integral demanada no és més que l'area del trapezi que limita a 'esquerra amb x =0 iala dreta
amb x=3.

J.Bf(x)dx:s—ﬂ-2:4.
0 2

1 punt per cada apartat. Si al segon apartat I'estudiant busca les equacions de les rectes que formen la
funcid i calcula la integral, s’ha de donar per correcte, evidentment.
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91. PAU 2005 - Setembre - Série 3 - Exercici 5
PROBLEMES

5. Considereu la funcié f(x)=3-x” iun punt, M , de la seva grafica situat al
primer quadrant (x =0, y 20). Si pel punt M tracem paral-leles als eixos de

coordenades, la seva interseccio amb OX i OY determinen dos punts, A i B

respectivament. Es demana:
a) feu un grafic dels elements del problema;
b) trobeu les coordenades del punt M que fa que el rectangle OAMB tingui
area maxima.

SOLUCIO

a) [1 punt]

b) [3 punts] Sigui M =(a,3-a’), amb a 0. L’area del rectangle OAMB és
S =a-(3—a2)=3a—a3. Per trobar-ne el minim, resolem 5’ =0, és a dir,

3-3a’ =0. Tenim que a =*1. Ens quedem només amb la solucié positiva, a=1.
Estem en un minim perqué S”(1)=-6>0. Aixi, el punt M demanat és (1,2).

Puntueu amb 1 punt el trobar correctament la funcio area. Puntueu amb 2 punts el
trobar el minim i la comprovacié de minim. Penalitzeu amb 0,5 punts els que oblidin
donar com a resposta les coordenades de M .
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92. PAU 2005 - Juny - Série 1 - Exercici 5

PROBLEMES

5. Larecta tangent a la parabola y =3—x" en un punt M situat dins del primer
quadrant (x >0,y >0), talla I'eix OX enelpunt B ileix OY enelpunt 4. Es
demana:

a) feu un grafic dels elements del problema;

b) trobeu les coordenades del punt M que fan que el triangle OAB tingui
area minima.

soLuclo
a) [1 punt]

B
/A
b) [3 punts] Les coordenades del punt A/ seran M = (a,S—az), amb a > 0. Com

que la derivada de la funcio en el punt d’abscissa a és y'(a) =—2a, 'equacio de la
recta tangent per el punt M sera

y—(3—a2) =—2a(x—a), que arreglada queda com 2ax+y—3—a’ =0. Els punts

3+d’

d’interseccio amb els eixos seran: B :( ,OJ i A= (0,3 +a’ ) El triangle

2a
OAB és rectangle i la seva area és:

.(3+a2)-3+a2 = (3+a2)2
2a da

S =

1
2

(3+4a%)(3a-3)

S és funcié de a . Per trobar-ne el minim, calculem S'(a) = 5
a

. Els

zeros de la derivada son a = +1. Descartem el valor negatiu i examinem el signe de
S’ per valors lleugerament inferiors i lleugerament superiors a 1:
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S'(1-£)<0 i S'(1+&)>0, per tant estem davant d’'un minim. Com que

3(3+4%)

S" = —, també es pot comprovar que S"(l) > (0. Les coordenades del punt

2a
M que ens demanen, son M =(1,2).

Puntueu 1 punt per trobar la recta tangent correctament. 1 punt mes per plantejar
correctament la funcié area i trobar el valor de a i un uitim punt per classificar
correctament el minim i donar la solucio demanada. Penalitzeu amb 0,5 el fet
d’oblidar calcular les coordenades de M .

93. PAU 2005 - Juny - Série 4 - Exercici 3

3. Trobeu els maxims i minims relatius de la funcié f(x)=6x" —15x* +10x’.

SOLUCIO [2 punts]

Resolem f'(x)=0:

30x* —60x’ +30x° =0 < 30x° (¥’ -2x+1)=0 < 30x7(x—1)"=0.
Les arrels son x =0; x =1, cada una doble. Per classificar maxims i minims, podem
fer servir els signes de /" al voltant de cada un dels punts candidats a maxim o
minim. En aquest cas, com que /'(x) = 30x’ ()c—l)2 >0 peratot x, lafuncié és
sempre creixent i, per tant, no hi ha ni maxims ni minims. El criteri de la derivada
segona també es pot fer servir: f”(x) =120x" —180x" + 60x = 60x(2x" —3x+1) .
Tenim que f"(0)=01i f"(1)=0. Per tant, hem de calcular la derivada tercera,
S"(x) = 360x" =360x + 60 = 60(6x” —6x+1). Tenim f"(0)=0 i f"(1)#0, en

conseqiéncia, tanta x=0 coma x =1 no hi ha maxims i minims sind que hi ha
punts d’inflexio.
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94. PAU 2005 - Juny - Série 4 - Exercici 4

4. Sigui la parabola y =2x”+x+1 isigui 4 el punt de la parabola d’abscissa 0. Es
demana:
a) equacio de la recta tangent a la parabola en el punt 4;

b) en quin punt de la parabola la recta tangent és perpendicular a la recta que heu
trobat en I'apartat anterior?

soLuclo

a) [1 punt] Elpunt 4 té coordenades (0,1). El pendent de la recta tangent
sera y'(0)=1. Larectatangentés y—1=x.
b) [1 punt] La recta tangent en un punt qualsevol (a,2a2 +a+1)té pendent

V'(a)=4a+1. Per tal que aquesta recta sigui perpendicular a la de I'apartat

a) que té pendent 1, s'ha de complir que 1-(4a+1)=-1< a= :12 El punt

demanant, P, té coordenades (—%,lj.

95. PAU 2004 - Setembre - Seérie 5 - Exercici 2

2. La grafica segiient correspon a una funcié f:[2,6] - R derivable i amb derivada
continua. Feu un esbés de la grafica de f ':(2,6) —R tot justificant-ne el perqué.

\ [ SOLUCIO.
) / [2 punts] La grafica d’una funcio meés o

menys en forma de parabola en forma de v,
/ gue sigui decreixent a [— oo,4] i creixent a

[4,+oo]; que s'anul-lia 3iabique tinguiun
" minim a 4.

Puntueu 1 punt per la forma parabdlica correcta i I'explicacié del creixement-decre-
ixement; 0,5 punts pels zeros ax =3iax =51i0,5 punts pel minim a x = 4.
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96. PAU 2004 - Setembre - Série 5 - Exercici 5

5. Considereu la funci6 polindmica de tercer grau, f(x) =ax’ +bx” +cx+d ,

(a #0). Es demana:

a) trobeu els valors de a, b, ¢ i d que fan que f(x)tallil'eix OX en els punts

x =01 x=1ique tingui un minim relatiu en el punt x =0;

b) feu un esboés de la grafica de la funcié que heu trobat, tot acabant de calcular els
elements necessaris per dibuixar-la.

SoLucCIO.

a) [2punts] Imposant les condicions de I'enunciat,

f0)=0 = d=0 ba:a
=-a

f()=0 = a+b+c+d=0 = 0
c:

0)=0 = -0

f'(0) c J-0.

Aixi la funcié és f(x) = ax’ —ax”. Derivant, f''(0)=—-2a # 0 i com que sabem que
a x=0 hi ha un minim, /"' (0)>0 = a<0.

b) [2 punts

e : La funcié queda com

y=ax’ —ax", lagrafica de la
qual és a la figura.

Talls amb eixos a (0,0) i
(1,0); tenim un minim relatiu

a (0,0); a (1,2“) h
3727

trobem un punt d’inflexié i a

2 —4a) L. .
—,—— | un maxim relatiu.
327

Puntueu 1 punt per la forma
correcta passant per (0,0) i
(1,0); 0,5 punts pel maxim i
0,5 punts pel punt d’inflexio.
Si algun estudiant dibuixa la
grafica correctament per un
valor concret de a, se li dona
per bo.
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97. PAU 2004 - Juny - Série 1 - Exercici 6

6. Donats la funcié f(x) = Jx i el punt A(2,0) situat sobre I'eix de les abscisses, es

demana:

a) trobeu la funcié que expressa la distancia del punt A a un punt qualsevol de la
grafica de la funcio;

b) trobeu les coordenades del punt de la grafica de f(x) més proper a A.

SOLUCIO.

a) [1 punt] Un punt qualsevol de la grafica de la funcié és (x,«/;). La distanciaa A

d(x)=(x=2)" +x =x* —3x+4.

b) [3 punts] El punt que ens demanen ha de fer minima la funcioé d(x):

d(x)=—2573 9= 2x-3=20 éx:;.

24x* =3x+4

[També es pot calcular el punt on s’assoleix el minim de la funcié d*(x).]

és:

En aquest punt hi ha un minim de d(x) atés que per x < ;, d'(x) <0 iper

3 I , . .
x> 5 d'(x) > 0. Elcriteri de la segona derivada porta a la mateixa conclusio:

d"(x) = 7 — d"[§j>o.
2 2
4(x 73x+4)

Per tant el punt demanat és {%, %J

Puntueu 2 punts per trobar correctament el valor x=3/2 i 1 punt per la comprovacio
de minim.
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98. PAU 2004 - Juny - Série 3 - Exercici 1

QUESTIONS

1. Considereu la funcid f(x) = x’ —3x* +2x +2. Es demana:
a) calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt d'abscissa

X = 3;
b) existeix alguna altra recta tangent a la grafica de f (x) que sigui paral-lela a la
que heu trobat? Raoneu la resposta i, en cas afirmatiu, trobeu-ne 'equaci6.

SOLUCIO.

a) [1 punt] El punt de tangéncia és (3, f(3)) =(3.8). El pendent de la recta tangent

és f'(3).Comque f'(x)=3x>—-6x+2, f'(3)=11.
L'equacio de la tangent és
y—8:11-(x—3).

Arreglada queda com
llx—-y-25=0.

\ Accepteu com a correcta 'equacié sense arreglar.

b) [1 punt] En cas d’existir, ha de ser tangent en un punton f'(x)=11. Resolem
'equacié 3x* —6x+2 =11 i obtenim x =3 (que ja teniem)i x = —1. Per tant, la
recta tangent en el punt (-1, /(—1)) = (-1,—4) és paral-lela a l'anterior. La seva
equacio és

y+4=11-(x+1)

gue, un cop arreglada, queda com
llx—y+7=0.

Accepteu com a correcta l'equacio sense arreglar. Puntueu 0,25 punts si reconeixen
que la nova tangent ha de tenir pendent 11.

128



99. PAU 2004 - Juny - Série 3 - Exercici 3

soLuclo.

a 12 .
T~ O sigui que

— -
X X

a) [1,5 punts] Hem de tenir /'(3)=0. Ara, f'(x)=-

—3a-12
f'3) = 3az_7_ Igualant a 0, tenim a = —4.

| Puntueu 0,5 punts si fan bé la derivada.

b) [0,5 punts] Per veure el caracter de I'extrem, calculem la derivada segona,
4
f'(x)= —% + 3—? "3 = >7 > () per tant 'extrem és un minim relatiu.
x’ X
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100. PAU 2003 - Setembre - Série 3 - Exercici 1 (Problemes)

Problemes

1. Un camp té forma de trapezi rectangle, de bases 240 m i 400 m i el costat per-
pendicular a les bases també de 400 m. Es vol partir tal com indica la figura per
fer dos camps rectangulars C i C5. Anomenem x iy els catets d’un dels triangles
rectangles que es formen.

<< 240 >

K
. CZ
w00 [ N A
| . y
V Y
<-x -
.<.. .......... 400 ........ >

5

a) Comproveu que y = 7%

b) Utilitzant la igualtat anterior, escriviu la suma de les arees dels dos camps en
funcié de .

¢) El camp C) es vol sembrar amb blat de moro i el camp Cy amb blat. Amb el
blat de moro s’obté un benefici de 0,12 € per m* i amb el blat un benefici de
0,10 € per m®. Determineu les mides de cada un dels camps per tal d’obtenir
el benefici maxim.

a) S’ha de tenir en compte que es compleix

y 400 5

£ 400 —240 2

b) La superficie del camp C sera

(4003:)><y:(400.1:)><2><9:
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mentre que la del camp Cy sera
)
240 x (400 — y) = 240 x (400 — Em)
La suma de les dues superficies, en funcié de z, resultara

5) 5] 5
(400 — x) x g xat 240 x (400 — 53:) = 96000 + 400z — 5.7:2

¢) El benefici B(z) que s’obté en funcié de = ve donat per
5 5
B(z) =0,12 % 5 XX (400 — 2) +0,1 x 240 x (400 — 5.ar;) = 9600 + 602 — 0, 32*

(per a x entre 0 1 160 = 400 — 240).

Aquesta funcié té derivada B'(x) = 60 — 0,62 que s’anulla inicament per a
x = 100 i per a aquest valor s’obté el benefici maxim. En aquesta situacid
les dimensions del camp C'; sén 300 x 250 metres i les del camp C'5 sén 240 x
150 metres.

Compteu un punt (1) pels apartats a) i b) i dos punts (2) per apartat c).
Intenteu puntuar els tres apartats independentment i per errors en els calculs no
treieu més d’un punt (1) del total dels quatre.

101. PAU 2003 - Setembre - Série 3 - Exercici 2 (Quiestions)

2. Calculeu el punt de la corba y = 2 + x — 22 on la tangent és parallela a la recta
Yy = .

La recta y = x té pendent 1. Per tant el que es busca és el punt on la derivada de
f(x) =242 — 2% val 1. Com que f'(z) = 1 — 22 aix0 es produeix per a x = 0 i
el punt corresponent és el (0,2).

Es dificil que en aquest exercici es produeixin errors de calcul i és d’esperar que

I'alumne ho faci bé si té els conceptes clars. En general, poseu zero (0) o dos
punts (2), si ho creieu necessari matitzeu aquestes notes segons el vostri criteri.
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102. PAU 2003 - Juny - Seérie 2 - Exercici 1 (Problemes)
Problemes

1. Volem unir el punt M en un canté d’un carrer de 3 m d’amplada amb el punt N
situat a l'altre canté de carrer, i 9 m més avall, mitjancant dos cables rectes, un
des de M fins a un punt P de I'altre canto del carrer i un altre des de P fins a N
seguint en el mateix canté de carrer segons 'esquema segiient

M

El cost de la installacié del cable M P és de 12 € per metre i del cable PN de
6 € per metre.

Quin punt P haurem d’escollir de manera que la connexio de M amb N sigui el
més economica possible? Quin sera aquest cost minim?

Si x és la distancia entre el punt O just davant de M fins al punt P, la distancia

entre M i P sera

MP = V9 + 22
mentre que la distancia de P a N és

PN = (9 —x)
Aleshores, el cost C'(z) de la installacié resulta

Clz) =12vV9+ 22 +6(9 — x)

La derivada d’aquest funcié es pot escriure com

12x

6
V9 + 22

Que val 0 només quan = = /3. Aixd diu que el punt P ha de ser el que esti a v/3
metres de O.

El cost corresponent sera C'(v/3) ~ 85.17691454 €

C'(z) =

Compteu fins a dos punts (2) per expressié de la funcié que expressa el cost i el
calcul de la seva derivada. Compteu fins a dos punts més (2) per la determinaci6
del minim, del punt P i l'avaluacié del cost minim. Encara que I'expressié de
la funcié que determina el cost no sigui correcta, valoreu el coneixement de les
tecniques per a determinar el extrems locals d’una funcié que I'alumne demostri.
Per errors piurament de calcul no treieu més d'un punt (1) del total de quatre.
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103. PAU 2003 - Juny - Série 2 - Exercici 1 (Quiestions)

Questions

1. Calculeu les equacions de les dues rectes del pla que passen pel punt P = (1, —1)

i que sén tangents a la corba d’equacié y = (x — 1)

Els punts del grafic de y = (z — 1)? sén de la forma @ = (z, (x — 1)?). El pendent

de la recta tangent en cada un d’aquests punts val y'(z) = 2(x — 1). El pendent

r—1)72+1

u_ Si
r—1

es vol que una de les rectes PQ sigui tangent al grafic de y = (v — 1)? s’ha de

complir 'equacio

de la recta que uneix P amb un d’aquests punts @) sera m(z) =

r—1)%2+1
2r—1) = (-1 +1
r—1
que té com a tniques solucions: a) x = 01ib) 2 = 2. En el cas a) el pendent de
la recta ha de ser '(0) = —2 i en el cas b) és y'(2) = 2. Les rectes corresponents,

que passen per P i tenen pendents 2 1 —2, tindran com a equacions

(y+1)=-2(x—1) (y+1)=2(x—1)

Compteu fins a un punt i mig (1.5) pel plantejament correcte de 'exercici i deixeu
el mig punt restant (0.5) pels calculs finals.

104. PAU 2003 - Juny - Série 5 - Exercici 1 (Qliestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

105. PAU 2002 - Setembre - Série 1 - Exercici 1 (Problemes)
Problemes

1. Suposem que el Sol es troba a I'origen d’un sistema de coordenades i que un cometa
segueix una trajectoria donada per la parabolay = 1 — 2, tal i com es veu a la
figura segtient:

a) Quin és el punt en qué el cometa es troba més proper al Sol?
b) Quant val en aquest cas la distancia del Sol al cometa?
¢) Hi ha algun punt en qué el cometa es trobi a la maxima distancia del Sol?

d) Hi ha algun punt en qué la distancia entre el Sol 1 el cometa sigui un maxim
local o relatiu?
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106.

2.

Nota: Teniu present que la distancia entre dos punts és maxima o minima quan
el quadrat de la distancia és maxim o minim.

La distancia al quadrat d'un punt (z,1 — z?) de la parabola a l'origen és
dz) =22+ (1—2)? =2 -2 +1

. 2 2
La derivada de d(x) és d'(z) = 42° — 2z que Sanullaen z = 0, z = % ix= —%
de tal forma que en x = 0 la funcié d té un maxim local i en els punts x = i—%
minims locals. Aleshores:

a) Els punts en que el cometa es troba més proper al Sol sén (£+/2/2,1/2).

b) En aquests punts la distancia és \/d(£+/2/2) = /3/2.

¢) No hi ha cap punt concret que sigui el més allunyat del Sol ja que lim d(z) =
r—00
0.

d) Amb els calculs anteriors es veu que en 2 = 0 la funcié d(z) té un maxim local.

Compteu un punt per cada apartat. En Papartat ¢) mireu si es demostra que es
té clar que la distancia del cometa al Sol creix, independentment de la justificacid
rigorosa que s’en doni. En qualsevol cas valoreu el coneixement dels metodes per
a trobar extrems relatius i resteu com a maxim un punt per errors de calcul.

PAU 2002 - Setembre - Série 1 - Exercici 2 (Quiestions)
Se sap que la derivada d’una funcié f(x) és

2
P e o
fi(w) = r+1

Calculeu les abscisses dels punts on la funcié f(x) té els seus extrems relatius,
especificant per a cada un dels valors que obtingueu si es tracta d’'un maxim o
d’un minim relatiu.

Els punts on f’ s’anulla sén les solucions de 22 + 2 —6 =0, ésadirz =2iz = —3.
Tenint en compte que —1 no és del domini de f’, f' té el signe constant en els
intervals (—oo,—3), (=3,—-1), (=1,2) i (2,00). Aquest signe és, respectivament,
—, +, —i+. Per tant f té minims locals en els punts d’abscissa x = -3 iz = 2.

Resteu com a maxim mig punt si hi ha errors de calcul. Valoreu sempre el
coneixement que es demostri del metode per a calcular els extrems locals.

107. PAU 2002 - Juny - Série 2 - Exercici 2 (Qliestions)

2.

Sabent que la funcié y = (x + a)(x® 4), on a és un nombre real, té un maxim

i un minim relatius, i que el maxim relatiu s’assoleix en el punt x = 3’ trobeu

I'abscissa del minim relatiu.

La derivada de y és ¢ = 322 + 2ax 4. Com que 1/3 és una solucié de Iequacié
y' = 0 Daltra solucié ha de ser « = 4. Es a dir, I'abscissa del minim relatiu és
r=4.
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Valoreu el coneixement que es demostri del metode per a calcular extrems relatius.
Traieu com a maxim mig punt per errors en els calculs.

108. PAU 2002 - Juny - Série 2 - Exercici 3 (Questions)

mx 2

3. Sigui f(x) = — 1 omm €s un parametre.

a)

b)

xr
Determineu per a cada valor del parametre m el valor del limit lim1 flx) (si
r—
existeix).

Per a quins valors de m la derivada f'(x) de la funcié f(x) és positiva per a
tot x?

b)

Excepte quan m = 2 es compleix liml f(x) =00 i quan m = 2 el resultat que
Ir—

tenim és lim f(x) = 2.
r—1

La derivada de f(z) és

que és positiva quan m < 2.

Compteu un punt per cada apartat. En I'apartat a) valoreu sobretot si es té en
compte el cas m = 2. Per errors en els calculs no traieu més de mig punt.

109. PAU 2002 - Juny - Seérie 3 - Exercici 1 (Problemes)

Problemes

S’ha de construir un gran diposit cilindric de 817 m® de volum. La superficie
lateral ha de ser construida amb un material que costa 30 euros el m? i les dues
bases amb un material que costa 45 euros el m?.

a)

b)

¢)

Determineu Ila relacié que hi haura entre el radi r de les bases circulars i I'altura
h del cilindre, i doneu el cost C(r) del material necessari per a construir aquest
diposit en funcié de r.

Quines dimensions (radi i altura) ha de tenir el diposit per tal que el cost del
material necessari per construir-lo sigui el minim possible?

QQuin sera, en aquest cas, el cost del material?

Denotem per r el radi i per h Ialtura del cilindre.
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a) La superficie lateral és 2 x 7 xr x h m? i el cost de la construccié sera 2 x 7 x r x

b)

c)

h x 30 = 60x 7 x 7 x h euros. La superficie de les dues bases és 2x 7 x 7% x h m?
i el cost del material per a la construccié serd 2 x ™ x r? x 45 = 90 x 7w x r?
euros. El cost total dels materials sera 607rrh 4+ 9072, Com que el volum del

.. . . 81 . . R
cilindre és mr?h = 817, es compleix h = — i el cost dels materials serd, en

2
funcié de r,
4860
C(r) = T 90mr?
r
4860
La derivada de C(r) és C'(r) = 5 T 1807y que és 0 quan r = 3 i per
T
81
aquest valor s’obté el minim cost. En aquest cas h = 9= 9.
48607

Per a r = 3 tenim C(3) = —3 + 8107 ~ 7634, 07 euros.

Compteu dos punt per 'apartat a) i un punt per cada un dels altres dos apartats.
Intenteu puntuar els apartats b) i ¢) encara que la funcié que expressa el cost no
sigui correcta, valorant en 'apartat b) els coneixements que es demostrin de les
técniques per a calcular extrems locals. Per errors en els calculs no resteu més
de mig punt.
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110. PAU 2001 - Setembre - Série 4 - Exercici 1 (Problemes)

Problemes

1.
1. La riba d’un tram de riu descriu la corba y = er:z, per ax entre —3 i 3, i en el

punt A = (0,4) hi ha un poble, tal com es pot veure en 'esquema segiient:

a) FExpresseu la distancia des d’'un punt qualsevol d’aquesta vora del riu fins al
poble, en funcié de I’abscissa .

b) Quin és el punt de la vora d’aquest tram de riu que és més lluny del poble?

¢) Hi ha algun punt de la vora del riu a una distancia del poble inferior a 27

a) La distancia del punt A a un punt de la grafica, de la forma (z, 2%/4), és

flx) = \/:1;2 +(4- %:}:2)2 = \/1—16.’1,'4 — 22+ 16

b) La derivada de f(z) és

1 .
f(x) = i(2? — 8)
8\/:1;2 +(4— %rz)z

que s'anulla per a z = —2v2, 2 = 012 = +2v2 (tots aquests valors de x
estan entre —3 i 3). De fet, hi ha minim locals de f(z) en x = £2v/2 i un
maxim local en x = 0.

El valor de f(z) en els punts = = +24/2 és aproximadament 3,4641, en 2 = 0
és 4 i en els extrems del tram que es considera (x = +3) val aproximadament
3,4731. Per tant, la distancia maxima és per l'origen de coordenades.

¢) Tal i com s’ha calculat en 'apartat anterior, la distincia minima d’un punt
de la vora del riu al poble és aproximadament 3, 46. Per tant, no hi pot haver
cap punt a una distancia que sigui igual a 2.

Compteu un punt per la correcta expressié de la distancia f(x) en funcié de =
(apartat a)), 2 punts per la determinacié dels extrems locals de f(x) i la determi-
naci6 del punt on hi ha la distancia maxima (apartat b)) i I’altre punt per I’apartat
¢). Procureu puntuar els tres apartats per separat i no traieu més de un punt del
total de 4 per errors de calcul. Respecte els possibles errors de calcul, cal tenir en
compte, sobretot, la petita diferéncia que hi ha entre el valor de la distancia en els
punts de minim local i el valor que té en els extrems (—3 i 3) ja que eventualment

(segons com s’arrodoneixin els calculs) pot no estar clar on hi ha el valor minim
absolut. En tot cas, fixeu-vos que aquest valor minim sempre hauria de sortir més
gran que 2.
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111. PAU 2001 - Setembre - Série 4 - Exercici 3 (Quiestions)

3. Considereu la funcié definida per

f(z) e sixz <0
xTr) =
2041, sixz>0
on a és un nombre real.
a) Calculeu HH(I) f(x) i comproveu que f(x) és continua en x = 0.
r—>

b) Per a quin valor del parametre a la funcié f(x) és derivable en © = 07

a) Com que f(0) =11 hI]% e’ = hI]% (2¢ 4+ 1) = 1 (independentment del valor
r— r—
que tingui a), la funcié f(z) és continua.

b) Com que la derivada de e®* és a e que en x = 0 val a, i la derivada de 2z +1
és costant 1 igual a 2, la funcié f(z) és derivable només quan a = 2.

Compteu un punt per cada apartat. Teniu en compte que pot haver alumnes que
no coneguin el llenguatge de limit per la dreta i limit per ’esquerra i que, per tant,
no es pot esperar que la qiiestié es resolgui utilitzant aquest llenguatge. El que
si han de saber tractar és el que passa quan es defineix una funcié enganzant-ne
dues.

112. PAU 2001 - Juny - Série 5 - Exercici 1 (Qliestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

113. PAU 2001 - Juny - Seérie 5 - Exercici 2 (Quiestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

114. PAU 2000 - Setembre - Série 2 - Exercici 1 (Problemes)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

115. PAU 2000 - Setembre - Série 6 - Exercici 2 (Quiestions)

2. flz) = (x+1)e™*, f'(x) = —xze™™, f(x) = (r—1)e”*. La segona derivada s’anul-
la per a x = 1. L’equacié de la recta tangent sera y — f(1) = f'(1)(z — 1), que
slescrin y — (2/e) = —(1/e)(x — 1). Aixo déna y = (3 — x)/e, que es pot escriure
ey + = = 3.

Dels dos punts que val la qiiestié, compteu-ne ja 1 per trobar correctament el valor
de z que anulla la segona derivada.
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116. PAU 2000 - Juny - Série 1 - Exercici 1 (Problemes)

Probleme?si

1. (a) Considerant triangles semblants s’obté, per exemple,

T 45—y Y 45 —y
e = (O o 7 )’
60 45 60 —x x
que equivalen a y = 45 — (3/4)x.
(b) Elvalor de I'area edificable zy és Vi(z) = 25.0002(45—(3/4)x) = 25.000(45x—
(3/4)z%). El valor de I'area no edificable 60 x 45/2 — zy = 1.350 — xy és
Va(z) = 5.000(1.350 — 452 + (3/4)2?). El valor total és la suma:

V(z) = Vi(z) + Va(z) = 6,750.000 4+ 900.000 z — 15.000 22.

(¢) V'(x) = 900.000 — 30.000z. V'(z) = 0 si i només si x = 30, punt on V té
un maxim, doncs és creixent (V' > 0) si z < 30 i decreixent si z > 30. Les
dimensions per a aquest valor maxim son x =30m iy =45—22,5 = 22,5 m.

(d) El valor maxim és, en pessetes,

V(30) = 20,250.000.

Compteu un punt pels dos primers apartats, un punt i mig pel tercer (quan es fa
el calcul de la derivada i es determina el punt critic) i mig per iltim (en el que
només s’ha de calcular el valor de la funcié en el punt critic que s’ha trobat).

o TnTe uT e T [TV T I yuss

117. PAU 2000 - Juny - Série 1 - Exercici 1 (Quiestions)

Qiiestions
1. Es compleix f/(x) = 3az?+4z. Els pendents de les tangents en els punts d’abscisses
tl1sémnmy = f'(1)=3a+4ime = f'(—1) = 3a — 4.

La condicié de perpendicularitat és my - ms = —1, que equival a a = +4/5/3.
Aquestes sén les solucions.

Compteu un punt per la determinacié dels pendents de les rectes tangents i un
altre punt per plantejar i resoldre la condicié de perpendicularitat.

118. PAU 2000 - Juny - Seérie 3 - Exercici 2 (Qliestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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