Matematiques

Calcul integral

Solucions - 68 exercicis

Proves d'accés a la universitat (PAU) de Catalunya. Ordenats del més recent al més antic.
Retalls dels examens i pautes oficials (selecat.cat / universitats.gencat.cat).



1. PAU 2026 - Juny - Série 1 - Exercici 1

Exercici 1

1.1.

Com que les tres funcions que defineixen f son continues en els seus respectius
intervals de definicio, només cal imposar que f sigui continua als punts de contacte,
x=0ix=2. Tenim

lim f(x) = lim 5e** =5,
x—-0~ x—=0"
f(0) = 5e° =5,
- _ . 2 _ 2
x]L%Lf(x) = xlf(r,laf(x +m)“+1=m*+1.

Per tant, la funcio f és continua en x = 0 sii només sim? + 1 = 5, cosa que passa si i
nomeés si m = +2. D’altra banda,

lim f(x) = lim(x+m)2+1=(24+m)? +1,
x—27 xX—=2-
f(2)=1,
Jim, £69 = Jim 1=1,
i la funcio f és continua en x = 2 siinoméssi (2 + m)> + 1 = 1, cosa que passa sii

només si m = —2. Per tant, la funcié és continua en tots els punts només quan m =
—2.



1.2,

La grafica corresponent és:

e

‘. a . . -b
Per representar la funcié quadratica es pot calcular el vértex amb la férmula x = —t=

2 0 bé observar que és una translacio 2 unitats a la dreta i una unitat amunt de la
parabola y = x2.

Es clar, fins i tot sense la grafica, que la funcio és positiva en tot el seu domini. Per tant
per calcular 'area demanada ens cal calcular la integral definida:

3 0 2 3
A=f_1f(x)dx=f15ezxdx+L((x—2)2+1)dx+f2 1dx =

2

5 b 8
+xB=c—-—+2+-+3-2 = 7,834

B (x —2)3
2x
]_1+ { & 2 2e? 3

= |5 3

0



1.3.

Com que el primer tram de la grafica és creixent, i el tercer és pla, només pot haver-hi
punts amb pendent negativa al tram del mig. Yolem un punt on el pendent sigui —2,
per tant derivem el tram parabdlic i igualem la derivada a —2:

2c—-2)=-2 — x=1
La recta tangent al punt (1, £ (1)) = (1,2) és
y—2=-2(x—-1) > y=-2x+4
Pautes de correccio: (1.1) Compteu 0,25 punts per justificar que ja és continua fora
dels punts de contacte; 0,25 per estudiar cadascun dels dos contactes, i 0,25 per
combinar-ho i donar la resposta final correcta. (1.2) Compteu 0,25 per I'esbés de la
grafica; 0,25 pel planteig correcte de I'area com a suma d’integrals; 0,25 pel calcul de

la integral de la part exponencial, i 0,25 per la integral de la part parabolica. (1.3)
Compteu 0,25 per trobar el punti 0,25 pel calcul de 'equacio de la recta tangent.

2. PAU 2026 - Juny - Série 5 - Exercici 1
Exercici 1

1.1. Per trobar els punts de tall entre parabola i hipérbola, resolem I'equaci6 f(x) = g(x):

8
x+1

—x%24+5x=8-

(x+1)(—x®>+5x)=8x+8—-8
—x3 4+ 4x% 4+ 5x = 8x

x(—x% +4x —3) = 0.

Les solucions son x=0 i x =

—44y16-12 _ 42 _ {1 Per tant, es tallen

-2 -2 3°
exactament en tres punts. Calculant les seves imatges, es tracta de (0, f(0)) =

(0,0), (L, f(1)) = (1L, i(3,f(3))=(3,6).

1.2. Com que no hi ha més punts de tall que els tres calculats a I'apartat anterior, entre
11 3 les grafiques no es toquen (de fet, f esta per damunt de g) i I'area demanada és

A=f13(f(x)—g(x)) dx=£3(—x2+5x—8+%) dx

3

x3 5x?
= —?+T—8x+8]n(x+1)

1

—2745248]4 1588]2—2648]2
_(3+2 +n())(3+2 +n())_ 4+ 8In(2)
= 0.878.. u2.



1.3. Efectivament f(x) té arrels als punts d’abscisses 0i 5, f(0) = —02+ 0 = 0i f(5) = =52 +
25 = 0. La parabola y = f(x) té el vertex situat al punt —2x+5=0 — x= g que

. ; ; 5 5,25 25
efectivament té per imatge f (E) = —ZT + 2? = 27 = 6,25.

A més, y = f(x) és I'inica parabola amb aquestes dues propietats ja que qualsevol que
les compleixi haura de ser de la forma f(x) = ax(x — 5); i com que el vértex ha d'estar

al punt mig de les dues arrels x = OTJ'S = g i ha de tenir imatge 6,25, tindrem

625=f(3)=ai(3-5)=a (-F)=-625a.

Per tant a = —1, i I'linica parabola és f(x) = —1 - x(x — 5) = —x? + 5x.

Criteris de correccio: (1.1.) Compteu 0,5 per plantejar i desenvolupar 'equacio, i 0,25
pels punts de tall. (1.2.) Compteu 0,25 pel planteig correcte de l'area, 0,5 pel calcul de
la primitiva, i 0,25 pel resultat final. Penalitzeu 0,25 si resten les funcions al revés i/o
donen com a bona una area negativa. (1.3.) Compteu 0,25 per la comprovacié de les
dues propietats demanades i 0,5 per la justificacio que és I'Unica parabola que les
compleix.

3. PAU 2025 - Setembre - Série 3 - Exercici 4 (Opci6 A)

4. OPCIO A. a) Com que BSin(%) =0 3cos(§) = 3, la grafica inferior (la que
passa pels punts A i C) és la del sinus, i la superior (la que passa per Bi C) és la
del cosinus. El punt B correspon al valor de 3cos(2) = 3, pertant és el punt B =
(0,3). Finalment, el punt C és el punt de tall entre el sinus i el cosinus,
3 sin(f) =3 cos(f),

3 sin (%)
3 cos (%)

Com que 3 sin G) = 3cos G) = 32£, el punt de tall és ¢ = (n, 32—‘5)

=1—>tan(z)=1—> — X =T.

G

x
4

b) Per a calcular el preu del vitrall necessitem trobar la seva area:



i fn (3c05 (Z) 3sin (4)) dx = [12 sm(—) + 12 cos(—)]
0

=12 (sin (%) + cos (Z) —sin(0) — cos(O)) = (£ + £ -0- 1)

2
=12(V2 - 1) ~ 4,97 m2.
Per tant, el preu del vitrall sera de 4,97 m? - 750 % = 37255 €.

Criteris de correccio: (a) Compteu 0,5 per raonar quina grafica és cadascuna;
0,25 per les coordenades del punt B, i 0,25 per les de C. (b) Compteu 0,25 per
plantejar la integral correctament; 0,5 per la primitiva; 0,5 per trobar 'area, i 0,25
pel preu final. Compteu 0 de la part de la primitiva si no tracten adequadament el
coeficient del sinus i del cosinus.



4. PAU 2025 - Juny - Série 1 - Exercici 4 (Opcié A)

4. OPCIO A. La vela ocupa la regié compresa entre les corbes y = 0, x = 0,iy = -x? +

25. Per calcular el cost total, caldra calcular separadament 1’area de la regidé superior i
I’area de la regio inferior i multiplicar-les cadascuna pel preu del material respectiu (nilé
o poligster).

Trobem primer els punts de tall entre les funcions involucrades: el punt de tall de y =
- x2 + 25 amb la part positiva de 1’eix d’abscisses és:

y=0 — —x*4+25=0 — x=5.
L’abscissa positiva del punt de tall entre les corbes y = -x% + 251y = 9 és

-x2425=9 — —x?2=-16 — x=4.

L’area total sota la corba y = -x2 + 25 entre els extrems x = 0ix = 5 és
’ -x ® -125 250
Atorat=f(—x2+25)dx=T+25x :T+125_0:Tu2'
0 0

L’area de la regi6 inferior és:

—x3 5
A = [y 9dx + [ (x> + 28) dx =9 - 4+ [+ 25;;]4 =
14 122
) =36 +—=— u

125 64
=36+(——+125)—(——+100 ===

3 3
Finalment, 1’area de la regio superior és la diferéncia:

250 122 128

— 2

Asup:Atotal_Ainf: 3 - 3 3 u-.

Aixi doncs, el cost total de la vela sera:

128 122 6.400 + 8.540
—— w50 €/ut +—— u? 70 €/ = 3 € = 4.980 €.

s e LA s L EUe UMt Uae iEs s i G s Uas e ot s jisiins s
I’area de la regio inferior, i 0,5 p. pel calcul; 0,5 p. pel plantejament de 1’area de la regio
superior, 1 0,5 p. pel calcul, 1, finalment, 0,25 p. pel calcul del cost final.

Comentaris: hi ha altres maneres de plantejar el calcul de les dues arees. Compteu-les
bé si ho fan correctament 1 de manera justificada.



5. PAU 2024 - Setembre - Série 3 - Exercici 3
(a) El punt A és un punt de tall de y = f(x) amb I'eix 0X:
x3—4x?2+4x=0 — x(x—2)2=0 — x=0, x =2

Per tant, el punt A té per coordenades A = (2,0). El punt D és un punt de tallde y =
g(x) amb l'eix 0X:

x — 1\? : 2 +./4 - 4(-15)
—( > ) +4=0 — x*—2x—-15=0 — x=

2

=-3, 5

Descartem la solucié negativa i podem afirmar, per tant, que el punt D té coordenades
D = (5,0). Finalment, el punt B és el punt de tall de y = g(x) amb I'eix 0Y; com que

) = (0—1)2+4_15
=Y 2 Ty

es tracta del punt B = (0.175). Les coordenades del punt C ja ens les dona I'enunciat,
c=0313)=0393)=@33.

(b) La zona puntejada és I'area compresa entre g(x) i f(x) desde x = 0finsa x = 3:

3 o= 14 5  (—4x® 4+ 15x% — 14x + 15
Ay = - +4—(x3—4x% +4x) ) dx = d% =
0 2 0 4

1
= Z[_x4 +5x3 — 7x2 + 15x]3 = 9 u?.

(c) Sabent que l'area total del logotip és de % = 14.583 ...u?, la zona ratllada tindra

area 14.583...— 9 = 5.583 ...u?. Per tant, per pintar el logotip de la manera que volen,
els caldra més pintura blava que vermella.

Criteris de correccio: (a) Compteu 0.25 pel calcul de cadascun dels tres punts
demanats. (b) Compteu 0.5 pel plantejament de 'area de la zona puntejada (amb els
limits d'integraci6 correctament col-locats), 0.5 per la primitiva, i 0.25 pel calcul final.
(c) 0.5 per la resposta correcta.



6. PAU 2024 - Juny - Série 1 - Exercici 3

3.

a)
[1,25 punts]

Tal com es veu al dibuix, les abscisses dels punts (0,5), P, i Q son les tres solucions
de I'equacio6 f(x) = 5:

—x3+7x*—6x+5=5 — x(—x*+7x—6)=0

—7+VA9—24 (1
x =0, X = = ={6

Per tant, les coordenades dels punts demanats sén P = (1,5), Q = (6,5), i R = (6,0).

Ara, la recta r que passa pels punts P = (1,5) i R = (6,0) té pendent m = 2— = —1, per

tant és y = —x + n i, com que passa pel punt R = (6,0), tenim que n = 6; es tracta de
larectay = —x + 6.
b)

[1,25 punts]

La superficie del terreny sera la integral definida entre els punts d'abscissax = 1ix =
6 de la funcio f(x) menys la recta:

A= J-u(f(x) —=r(x))dx=

6
=f ((—x%+7x2—6x+5)—(—x+6)) dx =
1

6 xt 7 .5 °
=f (—x3+7x2-5x—Ddx=|-—+=x3—-x?-x| =
’ 473" 72 )

s (_Z_“+§53 —262-6)— (—1+2-2-1) =22 =85416... u”.

Alternativament, es pot integrar només f(x) entre 1 6, i restar el triangle inferior no
inclos al terreny:

. 4 6
4 =f16f(x)dx—575=ff(—x3+7x2 — 6x +5) dx—%sz[—%+§x3 —3x2+5x]1—
4
E e (-C+26°-3-62+5:6)— (-2+2-3+5) -2 =18 _B_g5496.. w2,
2 4 3 4 3 2 12 2

Criteris de correccid: (a) Compteu 0,25 per plantejar bé I'equacio, 0,25 per resoldre-la,
0,25 per donar les coordenades dels tres punts i 0,5 per 'equacio de la recta. (b)
Compteu 0,5 pel plantejament de la integral correcta i 0,75 per fer-ne el calcul.

Comentaris: Compteu bé qualsevol de les maneres de fer-ho, si s6n correctes i estan
ben explicades.



7. PAU 2023 - Setembre - Série 2 - Exercici 4

a)

Que l'equacio f(x) = 2 tingui alguna soluci6 és equivalent que la funcié g(x) =
f(x) — 2 tingui algun zero.

La funcié g(x) és una funcié continua a l'interval [—1, 0], ja que és suma de dues
funcions continues (una funcié polindomica -exactament una funcié lineal- i una
funcid exponencial).

D’altra banda podem comprovar que
g(-1)-g(0)=B+e3-2)(0+et=-2)=(1+e3)(e1-2) <0,

per tant podem aplicar el teorema de Bolzano i afirmar que la funcio té un zero a
l'interval (—1,0).

Calculem els punts de tall entre les dues funcions:

f(x) = h(x)
—3x + 21 = _3x2% 4 e2¥71
—3x = —3x?

—3x+3x2=3x(x—1)=0

Hi ha, per tant, dues solucions: x =0ix = 1.

A=

1
f (h(x) — f(x)) dx fl(( —3x2 4+ 2 1) — (=3x + 2 1)) dx| =
0 0

= [ (= 3% +3x) da| = |[—x3 + E’Zﬁ]:

1
=|[-u"|
2

Observacio: També es pot comprovar que la funcié h(x) esta per sobre de la
funcié f(x) a l'interval (0,1) i calcular directament I'area amb A = fol (h(x) —

f(0) dx.

0,5 punts per explicitar que la funcié és continua per a poder aplicar el teorema
de Bolzano.

0,5 punts per comprovar que als extrems de l'interval la funcié pren signes
diferents.

0,25 punts per aplicar el teorema de Bolzano i concloure I'existéncia d’'una
solucio.

0,25 punts per trobar els punts de tall de les dues funcions.
0,25 punts pel plantejament de la integral.

0,25 punts pel calcul de la primitiva.

0,25 punts per I'aplicacié de la regla de Barrow.

0,25 punts pel calcul final.

10



8. PAU 2023 - Juny - Série 1 - Exercici 3

Resolucio:

J(x—1)dx six<?2

%xz—x+k si x <2
[—dx six>2
x—1

—>f(x)={
Injx —1| + k' six>2

a) Integrant f(x) = {
Trobem els valors de les constants k i k':
* f(x) passa pel punt A = (0,3), per tant, ~02—0+k =3 -k =3,

e Com que f(x) és derivable, llavors és continua, aixi que ho és en el punt
d'abscissa 2 i, per tant, els limits laterals de la funcié f(x) en 2 han de coincidir:

1
52 —2+3=Ij2— 1]+

k' =3.

1 F
;xz—x+3 six<2

Inlx —1|+3 six>2

Per tant, la funcié f(x) sera|f(x) = {

Observacié: es puntuara per igual 1’expressio In|x — 1| que I'expressio In(x — 1).
Apliquem I’equaci6 de la recta tangent a una funcié g(x) en el punt d’abscissa a:

y—g(@ =g (x-a)

o, X—1 SiX=2
Ara la funcié és f esg(x)={x_i1 spqrsoy 18=3.
Cal trobar g'(x), g'(3) i g(3):
1 six<?2 1 1
@=f=) 1 g®=-7 9®=3
g m six>2"’ 4’ 2

L1 e o N
i i i — e S
y=3= 3¢ ¥ Y=g

1"



Pautes de correccio:

a)

0,5 punts pel calcul de les primitives.

0,25 punts pel calcul de la constant k.

0,5 punts per argumentar la continuitat de la funcio .
0,25 punts pel calcul de la constant k.

0,25 punts per la formula de la recta tangent.

0,25 punts pel calcul de f""(x) = g'(x).

0,25 punts pel calcul de g(3) i de g'(3).

0,25 punts pel calcul final de la recta tangent.

12



9. PAU 2023 - Juny - Série 5 - Exercici 1
a)

Puntsdetall: —x24+x+6= —9x+3x%2 - 4x?—-10x—6=0

_10+/(-10)7—4-4-(-6) 10+14 31
= 8 T8 |3

Comprovem la posicio de cadascuna de les corbes:

A (—%, 3) comprovem que f(x) > g(x) per aqualsevol x € (—%, 3)

3 3
A:f_l (f(x)—g(x))dx=f_l (—x*+x+6—(—9x + 3x?))dx =
2 2

3 4 3
[ (cax?+10x+6)dx = [——x3 +5x2 4 6x] -
1 3 -1/2

9)_343 ;

4 5 1
= ((—36+45+18)— ﬁ+1_3)):(27_(_ﬁ === u

12

b)

Calculem la recta tangent a f(x) = —x% + x + 6 que passa pel punt (-2,0):
El pendent ve donat per la derivada de la funcié:
flx)==2x+1-f'(=2)==2x+1=-2(-2)+1=5

| passa pel punt (—=2,0) - f(-2)=0

Aixi la recta tangent sera de la forma:

y=5x+n - 0=5(-2)+n -n=10

| tenim: y = 5x + 10

Per fer la representacié grafica observem que larecta y = 5x + 10 passa pels punts
(0,10) i (—2,0).

La grafica de la funcié f és una parabola amb les branques cap avall i el vértex en el
punt de coordenades:

f(x)=—x2+x+6—>f'(x):—2x+1:0—>x23_,(_ _)
2

13



| els punts de tall amb I'eix d’abscisses son (—2,0) i (3,0) ja que:
—x’+x+6=0->x=-2ix=3.

La grafica de la funcié g és una parabola amb les branques cap amunt i el vértex en el
punt de coordenades:

3 3 —27
g(x) = —9x + 3x2 - g'(x) =—9+6x=0—)x=§—)(§,T)
| els punts de tall amb I'eix d’abscisses son (0,0) i (3,0) ja que:

—9x+3x2=0-x=0ix=3.

(-05,525)/ |

y= ~x2+x+6

y=5x+10

(15,-675)

a) 0,5 punts per calcular les abscisses dels punts de tall de les dues funcions.
0,25 punts per plantejar I'area demanada com una integral definida.
0,25 punts pel calcul de la primitiva.
0,25 punts per aplicar correctament la regla de Barrow i donar el resultat final.

b) 0,5 punts per 'equacio de la recta tangent demanada.
0,75 punts per la representacio grafica de les tres grafiques, 0,25 punts per la
grafica de la recta i 0,25 punts per cada una de les paraboles.

14



10. PAU 2022 - Juny - Série 2 - Exercici 1

Resolucio:

a)

Com que f'(x) = 3x% — 12x, integrant tenim que f(x) = x3 — 6x% + C, on C és una
constant real.

Ara bé, sabem que f(x) talla I'eix d’abscises en x = 1, per tant, f(1) = 0. Substituim:

f()=13-6-124C=0 >C =5

I obtenim |f(x) =x3—6x% + 5|.

b)
En el punt d’inflexié s’anul-lara la derivada segona:
f'"x)=6x—12=0 »x =2

Per estudiar la concavitat de f(x), estudiarem el signe de la derivada segona:

/ ~ \ -.\\ ' 7

v N,
i \ X /

v \ | S

f'(x) < O f'(x) > 0

A l'esquerra del punt x = 2 la derivada segona és negativa i a la dreta del puntx = 2 la
derivada segona és positiva.
Per tant:

e Enelpunt (2, f(2)) hi ha un punt d'inflexio.

¢ La funcio té concavitat negativa o és concava cap avall a l'interval (—oo, 2)

e La funcio té concavitat positiva o é€s concava cap amunt a l'interval (2, +c0)

15



c)

La funcid f"'(x) = 6x — 12 talla I'eix d’abscises en x = 2 i I'enunciat ens diu que a > 2,
fets que s’hauran de tenir en compte en el calcul de les integrals definides:

2 a
15 = f (12 — 6x)dx +f (6x —12)dx
0 2

15 = [12x — 3x2]3 + [3x? — 12x]%
15=24—-12+3a%2 - 12a— 12 + 24
362 —12a4+9=0 -a?—-4a+3=0

Resolem I'equacié de segon grau:

4i\/(—4)2—4-1-3 a=3
a= > =2+1 _){a=1

Com que a > 2, només hi ha una solucié: [a = 3].

Observacio: el plantejament de I'area també es pot fer a partir de la suma de les
arees dels dos triangles de la figura i no fent esment de cap calcul integral.



Pautes de correccio:

a) 0,25 pel plantejament que indica com obtenir la funcio.
0,25 pel calcul de la integral.
0,25 pel valor de la constant d’integracio.

b) 0,25 per calcular la derivada segona.
0,25 pel punt d'inflexié.
0,25 per I'estudi de la concavitat.

c) 0,25 pel plantejament.
0,25 pel calcul de les primitives.
0,25 per aplicar correctament la regla de Barrow.
0,25 per trobar el valor del parametre.

(En el cas que aquest apartat s’hagi fet sense calcul integral es repartira el punt
entre els passos que condueixin a la solucio final.)

17



11. PAU 2022 - Juny - Série 2 - Exercici 4

Resolucio:

a)
De la funcié g tenim la informacio segtient: g(0) =5, g'(1) =0,9"(x) = 2x + 1.

Per tant, sabem que g'(x) = x? + x + m on m és una constant real. Com que g'(1) = 0
3 2

deduim que m = —2. Aleshores g(x) = =+~ — 2x + n on n és una constant real.

Com que g(0) = 5 deduim que n = 5. Aixi tenim que

x3 2

X
=—+4+—=-2 5
g(x) 3+2 x +

Observacio: També és totalment correcte el plantejament inicial de

g(x) = a+ bx + cx? + dx? i imposant les condicions obtenir els valors respectius de a,
b, cid

b)

La funcio f és polindmica i, per tant, continua i derivable a tots els nombres reals.
Comprovem facilment que | f(2) = 0|i per tant x = 2 és una arrel de la funcié.

Per comprovar si é€s estrictament creixent a l'interval indicat calculem la funcio
derivada f'(x) = —3x% + 12x, que s'anul:laperax =0 i x = 4.

Com que es tracta d’'una parabola amb coeficient principal negatiu deduim que la
derivada és estrictament positiva en l'interval (0,4) i, per tant, que la funcio f és
estrictament creixent en aquest interval. Aixo implica que la funcié f no té més arrels
en aquest interval i per tant I'area A demanada es pot calcular amb I'expressio
seguent:

2
f (—x3 + 6x% —16) dx| +
0

4
f (—x3 + 6x% —16) dx| =
2

2

(‘Txd‘ +2x% - 16x)|

+ |(‘T’f"‘+2x3 - 16x)|z‘ =20+ 20 =[40 v?]

0

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts pel plantejament.
0,25 punts per trobar la derivada primera.
0,25 punts per determinar la constant d’integracié m.
0,25 punts per determinar la constant d’integracio n.

b) 0,25 punts per comprovar que la funcié té una arrel en x = 2.
0,25 punts per calcular la derivada primera.
0,25 punts per justificar el creixement estricte de la funcio en l'interval donat.
0,25 punts per escriure les dues integrals definides correctament.
0,25 punts per calcular la primitiva.
0,25 punts per la regla de Barrow i resultat de 'area.
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12. PAU 2022 - Juny - Série 5 - Exercici 2
a)
Aplicarem l'equacio: y = f'(a) - (x —a) + f(a) .

Comque f(x):y = x%, f(a) = a3, f'(x) = 3x2, aixi que f'(a) = 3a?

itindrem y=3a*:(x —a) +d? —>|t:y= 3a2x—2a3|.

El punt de tall de la recta t amb I'eix de les abscisses (y = 0) és:

3
0=3a%-x—2a% - x=%=§a,aixique el punt de tall és|P =(§a,0).

b)

P=(2/3a,0) a

L'area que ens demanen és la regié ombrejada de la figura i es pot calcular fent I'area
limitada per la funcié f, entre x = 0i x = a, menys l'area del triangle format per la recta

E— ) ¥ 2 .
tangent t i 'eix d’abscisses entre x = salx=a.

2
a —Za)a3
(a 3a) @ _at a*t_a*

4
Ar = foaxg dx — Atriangle = [xI]

5 2 4 & 12

4
aixi que = = 108 — a* = 1296 —

Observacio: També es pot calcular mitjangant la integral

Ea a
Ap = f; f(x)dx+f§a(f(x) — t(x))dx.
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13. PAU 2021 - Setembre - Série 1 - Exercici 2
L’equacio de la recta tangenta y = f(x) en el punt x = 1 és:

y=fW=0O-x-1

Fem els calculs:

Fe) =) ==
S x ~x2
Aixi
fF)=4if'(1) = -4
L'equacio de la recta tangent demanada és:
y—4=—4-(x-1)»y=—4x+8—-4x+y =8

L'equacio de la recta normal es pot calcular a partir de I'equacio:

f'(@)

y—fla)=

(x—a)

-1
y—4:_—4-(x—1)—>4y—16:x—1—>x—4y=—15

20



b)

Per fer I'esbos de la grafica n’hi ha prou veient que:

e x = 0 no és del domini

e f éscontinua
e f(x)=—=<0,pertant, f és decreixent

» Els eixos de coordenades sén rectes asimptotes a la funcio.
La recta donada, és la recta tangent en el punt (1,4).

L'area demanada és la regid ABCD, que es pot obtenir restant I'area del triangle ADE,
de la regio ABCE:

34 3 1-4
A= [ 3 dx = dapy = (41T~ =

= 4[(In(3) — In(1)] =2 = 4In(3) — 2 = 2,39u?

Pautes de correccio:
a) 0,25 punts pel plantejament, on es digui que la recta tangent té pendent f'(a).
0,5 punts per I'expressio de la recta tangent.
0,5 punts per I'expressio de la recta normal.
b) 0,5 punts per I'esbods de la grafica.

0,25 punts pel plantejament, on s'indiqui que 'area es pot obtenir com a diferéncia
de dues arees calculables o com a suma de dues integrals definides.

0,5 punts pel valor final de I'area demanada.
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14. PAU 2021 - Juny - Série 2 - Exercici 4
a)
[1 punt]
La recta tangent es horitzontal en els punts on la derivada s’anul-la, aleshores:

1
Holnx  1-inx 1-Inx

x2 x2 x2

=0—-1-lnx=0—-lnx=1—-x=¢

fG0)=

Aixi, 'inic punt amb recta tangent horitzontal és (x,y) = (e,ei)

Per determinar si és un extrem relatiu podem fer servir el criteri de la segona derivada:

1
3% —2x(1-Inx) —x-2x(1-Inx) -3+2Inx

rr —
f (x) - x* x4 %3
—-3+21 -1 . . \ . .
f(e) = :3 = = — <0 - indica que correspon a un maxim relatiu.
b)
[0,5 punts]

En relacié amb les asimptotes, com que la funcié només esta definida per x > 0, cal
mirar I'asimptota només per a lirP f(x).
X+

lim f(x) = lim ™% = Zind.

X+ x—+0 X

Aplicant la regla de I'Hopital, resoldrem aquesta indeterminacio:

Per tant, I'eix d’abscisses, y = 0, és una asimptota horitzontal d’aquesta funcié.
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c)

[1 punt]

L’area demanada correspon a la integral definida:

°_(ne)* (n1? 1

2 2 2

2

€lnx | (Inx)?
A= —dx = f —Inx dx =
1 X 1 X Z

1

La representacio grafica és:

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel plantejament, on es digui que el pendent de la recta horitzontal
ha de ser zero.

0,25 punts per la derivada.
0,25 punts pel punt on la recta tangent és horitzontal.
0,25 punts per justificar que és un maxim relatiu.

0,25 punts pel plantejament, on s’expliqui que només cal estudiar el limit quan
x — +o0o.

0,25 punts per I'asimptota horitzontal.

0,25 punts per la integral definida que correspon a I'area demanada.
0,25 punts per la primitiva.

0,25 punts per la regla de Barrow i resultat de 'area.

0,25 punts per la grafica.

En cas que responguin que I'area és infinita —perqué no s’esmenta I'eix d’abscisses en
I'enunciat—, es puntuara 0,5 punts per la grafica i 0,5 per dir raonadament que és

infinita.
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15. PAU 2021 - Juny - Série 5 - Exercici 2

[2,5 punts]

a)

Per trobar els intervals de creixement i decreixement de f(x), estudiarem la
seva derivada: f'(x) = 3x*-9

Calculem f’(x) = 0, en aquest cas obtenim 3x?- 9 = 0 per tant, x = {—V3,V3}.
Com que f’(x) la podem escriure 3(x ++/3) (x — +/3), estudiarem el signe que
assoleix la derivada segons els diferents intervals

(0,3 ~3 | (V3.43) V3| (3, 4e)
3(x+v3) - 0 + + +
(x-V3) : : : 0 +

fx) + 0 - 0 +

f(x) Creix Maxim | Decreix Minim | Creix

Per tant, la funcié creix en (-00,-v/3 ) U (v/3, +)

| la funcié decreix en (-v3 ,v3)

b)
Trobem els punts de tall entre f(x) i g(x) per x = 0.

Calculem:x® —9x = 7x, x® —9x — 7x = 0ipertant, x3 —16x = x(x?2 —16) =
0, que s’anulla en x = {0,—4,4}. En el semiplax = 0, la funcié f(x) i g(x) es
tallen en els punts d'abscisses x=01i x = 4.

Aixi doncs, hem de calcular la integral definida:

[(g00) = f(0)dx= [)(—x® + 16x)dx = [_%4 + 16"2—2]: = 64 — 128 =[64 u?]



Pautes de correccio:
a)
0,25 punts per la funcié derivada.

0,5 punts pel calcul de les abscisses dels punts singulars.

0,25 punts per 'analisi i conclusions dels signe de la derivada primera.

0,25 punts pels intervals de creixement i decreixement
b)

0,5 punts pel calcul dels punts de tall

0,25 punts pel plantejament de la integral.

0,25 punts pel calcul de la primitiva.

0,25 punts pel calcul final de 'area.
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16. PAU 2020 - Setembre - Seérie 4 - Exercici 1

1. Siguin les funcions f(x) = x%i g(x) = a - x?, en qué a és un nombre real positiu.
a) Trobeu, en funcié del parametre a, els punts de tall entre les dues corbes y =
f(x)iy = g(x)ifeuun esbos de la regi6 limitada per les dues grafiques.
[1,25 punts]
b) Calculeu el valor d’a perqué I’area compresa entre y = f(x) i y = g(x) sigui
27 5

— u
4

[1,25 punts]

Resolucio:

a)

Igualem les dues funcions i
resolem:

f(x)=g(x)
x3 = ax?
x}—ax?2=0
x*(x—a)=0
x=0ix=a

: : , Els punts de tall sén
(0, 0) a : 3
(0,0)i(a,a?)

b) L’area entre les dues funcions es calculara amb la integral definida de la diferéncia de

les dues funcions:

a 4

a4_a
4 12

BE

a i 5 ,
A= J; (g(x) = f(x))dx = jo (ax? — x¥dx = (%_%)

0

L= 5gt=81 3a=+3.
12 4

Cal descartar el valor a = -3 ja que a ens diu I’enunciat, que és positiu.

. . , 27
Per tant, per a a = 3 ’area entre les dues funcions és -y =
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a) 0,25 punts pel plantejament de la igualtat.
0,25 punts per la solucio de I’equacio (els valors d’a).
0,25 punts pel punt (0, 0).
0,25 punts pel punt (a, a’).
0,25 punts per [’esbos.
b) 0.25 punts pel plantejament de la integral definida (en coheréncia amb [’esbos
fet a ’apartat anterior).
0,25 punts pel calcul de la primitiva.
0,25 punts pel calcul final de la integral.
0,25 punts pel plantejament de la igualtat.
0,25 punts per la resolucié final.

17. PAU 2020 - Juny - Serie 1 - Exercici 6

6. Considereu la funci6 f(x) = x3.

a) Calculeu en quin punt del tercer quadrant la recta tangent a y = f(x) és paral-lela
alarecta 3x —y = 4. Calculeu I’equacid de la recta tangent a la grafica en aquest
punt i feu un dibuix aproximat de la grafica de la funcié i les dues rectes.

[1,25 punts]

b) Calculeu I’area de la regio delimitada per y = f(x) ilarectay = 3x + 2.

[1,25 punts]

Resolucio:
a) El pendent de la recta tangent a la funcié y = f(x) en
el punt (a f(a)) és f'(a), que ha de ser igual al

(=
L

pendent de la recta y = 3x — 4, que és 3. Per tant,
f'(x)=3x%2> f'(a) =3a*=3 -
sat=1->a=+1

Aixi, el punt buscat és (=1, f(-1)) = ja

que ha de ser del tercer quadrant.

.
n

La recta tangent en aquest punt €s:

y=f'(-D(x+1)+ f(-1) > [y = 3x + 2]

b) Per a calcular I’area compresa entre y = x3 i y = 3x + 2, hem de calcular els

seus punts de tall:

=3x+2"
Pel metode de Ruffini es descompon el polinomi en factors primers i tenim:
x3=3x-2=((x+1)?x-2)=0-x=-1ix=2
Aixi, I’area demanada es calcula amb la integral definida:
% x° x4’ 27
f Bx+2—x¥dx = I3—+2x——l =|—u
Z 4] 4

_ .3
{yy—x x3=3x+2-x3-3x-2=0

2

27



a)

b)

0,25 punts pel plantejament i obtenir els valors possibles de a.
0,25 punts per triar el punt correcte en el tercer quadrant.

0,25 punts per la formulacié de la recta tangent.

0,25 punts per I’equacio de la recta tangent.

0,25 punts per la grafica de la funcié i les dues rectes.

0,25 punts pel plantejament de 1’area.

0,25 punts per calcular els punts d’intersecci6 de les dues grafiques.

0,25 punts per plantejar la integral definida.

0,25 punts pel calcul de la primitiva.

0,25 punts pel calcul i resultat final.

Observacio: Qualsevol subdivisio correcta de ['area demanada també
donada per bona.

serd
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18. PAU 2020 - Juny - Série 3 - Exercici 4

4. Sigui la funcié f(x) = i -In(x), en que In indica el logaritme neperia, definida per

ax>0.

a) Calculeu les coordenades del punt de la corba y = f(x) en que la recta tangent a
la corba en aquest punt €s horitzontal. Estudieu si aquest punt és un extrem
relatiu 1 classifiqueu-lo.

[1,25 punts]

b) Calculeu I’area del recinte delimitat per la corba y = f(x), les rectes verticals

x=1ix=-eil’eix de les abscisses.
[1,25 punts]

Resolucio:
a) Si la recta tangent és horitzontal (f’(x)=0), aleshores:
; lx-Inx  1-inx 1-Inx
f)=*—m—=—F - —( =0 - 1-Inx=0 -lhx=1 -—x=e

El punt demanat sera (e, l)

Per determinar si és un extrem relatiu podem utilitzar el criteri de la segona derivada:

—Ix?2-2x(1-Inx) —x—2x(1-Inx) -3+2Inx
f) = S = R = 2
f'(e) = —3+:31ne = ;—i < 0 i per tant es tracta d’un .
b) Com que la funcio f{x) és positiva per a x > 1, I’area (A) que es busca sera el resultat
d’integrar:
¢lnx €1 Inx)2]° (ne)? (In1)? [1
A= —dx=f—lnxdx= (Inx) =( ) _{ )=—u2.
. X 1 2 | 2 2 2

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts per I’abscissa del punt singular.

0,25 punts per les coordenades del punt.

0,25 punts per la derivada segona.

0,25 punts per la classificacié com a maxim relatiu.
b) 0,25 punts pel plantejament de la integral.

0,5 punts pel calcul de la primitiva.

0,25 punts per I’aplicacio de la regla de Barrow.

0,25 punts pel calcul final.



19. PAU 2020 - Juny - Série 3 - Exercici 6

6. Una empresa de ceramica vol posar a la venda una rajola quadrada de 20 cm de
costat pintada a dos colors, de manera que la superficie de cada color sigui la
mateixa i que si es posen les rajoles 'una al costat de ’altra es vegi un dibuix
continu (figura 1).

Figura 1 Figura 2

Per a fer-ho ’empresa utilitza en cada rajola la funcié f(x) = x> —3x%2 +2x+ 1
enquadrada entre els punts de coordenades (0,0), (0,2), (2,0) 1 (2,2), tal com mostra
en la figura 2, 1 fa servir com a unitat de mesura el decimetre.

a) Justifiqueu que, efectivament, aquesta funcié permet ajuntar les rajoles de
manera continua i derivable.
[1,25 punts]

b) Justifiqueu que aquesta funcié divideix el quadrat esmentat en dues parts que

tenen la mateixa superficie.
[1,25 punts]

Resolucio:

a) Sabent que, pel fet de ser un polinomi, la funcié f{x) és continua a tota la recta
real, i per tant la continuitat grafica de les juntes queda provada només veient que

f(0)=1=f(2)

>

De manera analoga, f{x) és derivable —i amb derivada continua- a tota la recta real i la
junta sera derivable sempre que el pendent en que s’hi arribi, f'(2), sigui el mateix que
el pendent amb qué en sortim, f'(0) .

f'(x) =3x* — 6x + 2
lim f'(x) =3.22-6-2+2=]2]
xX—
lim f'(x) = [2]
x—-0t

b) Per a comprovar que les arees son idéntiques cal utilitzar la integral definida:
2
fﬂz(x3—3x2+2x+1)dx: [1x4—x3+x2+x] =224_23422 42 =2dm?
4 0 4

com que I’area de la rajola és A = 2-2 = 4 dm’ queda clar que la funcié la divideix en
dues parts d’igual superficie.
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a)

b)

0,25 punts per la continuitat de f.

0,25 punts per la prova de la continuitat de les juntes.

0,25 punts per la derivabilitat de f.

0,5 punts per la prova de la derivabilitat de les juntes.

0,25 punts pel platejament de la integral

0,25 punts pel calcul de la primitiva.

0,25 punts per la regla de Barrow.

0,25 punts pel calcul final de la integral.

0,25 punts per la comprovacio final.

Observacio: També es donara per bo qualsevol justificacié basada en la
simetria de la funcio a cada rajola respecte del centre de la rajola (per exemple
comprovant que f{1-x)=2-f(1+x) o que f{1-x)+f(1+x)=2). En aquest cas no seria
necessari utilitzar el concepte (ni el calcul) d’integral.
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20. PAU 2019 - Setembre - Série 5 - Exercici 1

1. Considereu les rectes y = x i y = 2x, i la parabola y = x2.
a) Calculeu els punts d’interseccid entre les grafiques de les diferents funcions i feu
un esbds de la regid limitada per le grafiques.
[1 punt]
b) Calculeu I’area de la regi6 de 1’apartat anterior.
[1 punt]

Resolucio:

a) Calculem els punts d’interseccié per parelles de funcions.
y=x
{y:2x2>x:2x,x:0,y:0:> P = (0,0)

y=Xx
{y:x2=>X=x2=>x2—x=x(x—1)=0=>x=00x=1

¥= 0,y =0=P=(0,0)
x=1ly=1=|Q=(11)
= 2x
{i_xz:>2x:x2=>x2—2x:x(x—2):0=>x:00x:2

x=0,y=0= P =(0,0)

x=2,y=4=|R=(24)

I quan en fem I’esbds, obtenim la representacid grafica segiient:

b) Per calcular I’area del recinte, I’hem de descompondre en dues parts: d’'una banda,
la part limitada per la recta y = 2x i, d’una altra, la recta y = x 1 la part limitada per la

recta y = 2x i la parabola.

21

1 2 5
S =f (2x — x)dx + f (2x — x¥)dx = —
0 1 2

_1 0+4 8 1+1—1+3 7—1+2— z
— 3 3 2 372737 6"

Observacio: les descomposicions alternatives del recinte que siguin correctes també es
donen per bones. Per exemple:
2 1
x?  x3
2 3
0

2 1 3
S=f0(2x—x2)dx— J;}(x—xz)dx=(x2—x?)

4 8 . (1 1)_ 8 1+1_24—16—3+2_7
B 3 2 3/ 3 2 3 6 e
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a)

0,25 punts pel punt P.
0,25 punts pel punt Q.
0,25 punts pel punt R.
0,25 punts per I’esbds.

b)
0,25 punts pel plantejament de les integrals.
0,25 punts pel calcul de les primitives.

0,25 punts per I’aplicacié de la regla de Barrow.

0,25 punts pel calcul final.
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21. PAU 2019 - Setembre - Série 5 - Exercici 6

In(x)

6. Considereu la funci6 f(x) = =

a) Calculeu el domini de la funcié f, els punts de tall de la grafica de f amb els
eixos de coordenades, i els intervals de creixement i decreixement de f.
[1 punt]

b) Calculeu I’area de la regi6 del pla determinada per la grafica de la funcié f, les
rectes x = 11x = e, 11’eix de les abscisses.

[1 punt]
Resolucié:
a) Per poder avaluar la funcié f(x) = @ necessitem poder calcular el logaritme

neperia del numerador (aixo vol dir que x sigui estrictament positiva) i poder dividir (és
dom(f) = (0,+00)|

a dir, que x no sigui 0). Aixi doncs,

Com que x = 0 no pertany al domini de la funcid, no hi ha interseccié amb I’eix OY‘.

Comque f(x) =0=In(x) =0=x =1,

la interseccié amb ’eix OX és (1, O)‘.

Per als intervals de creixement cal estudiar el signe de la funcié derivada primera.
1-In(x)

xZ
Resolent f'(x) = 0 s’obté com a tnica solucié x = e. Aixi doncs, els intervals de

La funci6 derivada és f'(x) =

creixement son els segiients:

(0,e) (e,+)
f'>0 <0
f creixent f decreixent
b) Comencem calculant una primitiva de la funcié f (és quasiimmediata):
In(x In?(x
F(x):f ()dx: (%)
X 2

A Pinterval (1, e) la funcié f és sempre positiva o zero. Per tant:
¢In(x) In2(x)|° In%(e) In%(1) 1
1

2 2 > 2 U=z

1
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a)

0,25 punts pel domini de la funcié.

0,25 punts pels punts d’interseccié amb els eixos.

0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts pels intervals de creixement i decreixement.

b)

0,25 punts per I’argument de positivitat o pel valor absolut en la integral.
0,25 punts pel plantejament de la integral.

0,25 punts per la primitiva.

0,25 punts per I’aplicacié correcte de la regla de Barrow i la substitucié final.
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22. PAU 2019 - Juny - Série 1 - Exercici 6

|
6. Considereu les funcions f (x) =x"ig (x) =—,1larecta x=e.
x

a) Feu un esbds de la regié delimitada per les seves grafiques i [’eix de les abscisses.
Calculeu les coordenades del punt de tall de y = f (x) amby=g (x) ;
[1 punt]
b) Calculeu I’area de la regid descrita en [’apartat anterior.
[1 punt]
Resolucio:

a) No cal fer un estudi exhaustiu de cada grafica. Poden fer 1’esbos directament.

Calculem punts de tall:

)J:xz 1

1 —>x2:——>x3:l—>x:l—>(l,l)
y=- 2

X

b) Cal expressar I’area amb la suma de dues integrals definides:

1 ‘ i S 1 4
|sF Gy [ ()= ke I;d"?} ) |, eI

0

a) (.75 punts per I’esbds de la regid (0,25 per cada expressio).
0,25 punts pel punt d’interseccio.

b) 0.5 punts per expressar I’area demanada amb integrals definides.
0,5 punts pel calcul de les primitives i el resultat final.
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23. PAU 2019 - Juny - Série 4 - Exercici 4

4. Considereu la funcié f(x), que depen dels parametres reals n i m 1 és definida per

e* six<0
X2
—4+n si0d<x<?2
flx)=1 4
3x
—+m x>2

2

a) Calculeu els valors de n i m perque la funcié sigui continua a tot el conjunt dels
nombres reals.
[1 punt]

b) Per al cas n = -4 1 m = -6, calculeu I’area de la regio limitada per la grafica de
f(x), 'eix de les abscisses i les rectes x = 01 x = 4.

[1 punt]
Resolucio:
a) La funci6 f(x) esta definida per trossos que son funcions continues (exponencial i

polindmiques), per tant només cal estudiar la continuitaten x =01ien x = 2.

Perque f(x) sigui continua en x = a és necessari que lim f(x) = f(a).
xX—=a

lim e* =1 = f(0)

x-0"

lim f(x) = x?

x=0 Iim{—+n)=n
x—0*t \ 4

x—2-

xz
lim (—+n):1+n=f(2)
lim f(x) = 4

x—2 3
lim (—x+m):3+m
x—2+\2

n=1 } n=1
3

Aleshores per a ser continua en els dos punts cal que l+n=3+m

Per tant, sin=11m = -1 la funci6 f(x) €s continua per qualsevol nombre real.
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b) Quann=-4im=-6

e si x<0

X2

3 !
—x-6 si x>2
2 >

Area

A= +

Z[(XTZ - 4de ‘I(;X - Gde

X3
= = =4
5]
0

Observacio: Evidentment també es pot calcular l'area del segon tros com [’darea del

4
3x2 2 31,
[4 —GXJ‘Z‘_§—8’+|—3|_ L,

triangle.

a)

0,25 punts per la continuitat general.

0,25 punts per la condicié de continuitat en x = 0.
0,25 punts per la condicié de continuitat en x = 2.
0,25 punts pel calcul correcte dels valors de n i de m.

b)

0,25 punts per la substitucié de parametres.

0,25 punts pel plantejament de les integrals.

0,25 punts pel calcul de les primitives.

0,25 punts per 1’aplicacio de la regla de Barrow i el calcul final.
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24. PAU 2018 - Setembre - Série 3 - Exercici 6

6. Siguin les funcions f(x) = x? — 1 i g(x) = 3 — x?,

a) Feu un esbos de les grafiques de les paraboles y = f(x) i y = g(x) en un mateix
sistema d’eixos cartesians i trobeu els punts de tall amb ’eix de les abscisses, els
vertexs i els punts de tall entre les dues grafiques.

[1 punt]

b) Calculeu I’area de la regio del semipla y = 0 compresa entre les grafiques de f(x)
ig(x).
[1 punt]

Resolucio:

a) La grafica de f(x) = x% — 1 talla ’eix OX en els punts d’abscissa x = 1 i

x = —1. Per tant, els punts de tall amb 1’eix de les abscisses son —1, 0)i(1,0).

El vertex (minim) €s en el punt mitja entre les solucions, x = 0, amb ordenada

fi0) = —1, i per tant, el IVértex ¢s el punt (0, —1)‘.
La grafica de g(x) = 3 — x? talla ’eix OX en els punts x = V3ix = —/3.
Per tant, els punts de tall amb 1’eix de les abscisses son [(v3, 0)i (—v3, 0)]

El vertex (maxim) €s en el punt mitja entre les solucions, x = (), amb ordenada

g(0) =3, i per tant, el |vértex és el punt (0, 3)‘.

Calculem els punts de tall entre les dues grafiques:

Per tant, els punts de tall sén a les abscisses x = V2 ix = —v/2 amb valor
f(\/f) = g(\/f) =1 if(—\/i) = g(—\/f) = 1. Aixi doncs, els punts
d’interseccio de les grafiques son |(\/§, 1)i (=2, 1)|

[ury

g 00 O©
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b) En el dibuix es veu que I’eix OY és un eix de simetria de 1’area compresa entre
les dues grafiques. Aquest fet ens permet fer el calcul de [’area en el primer
quadrant i multiplicar per 2.

Com que ens demanen 1’area en el semipla y > 0, el calcul de 1’area demanada

és:

1 V2
ZJ. (3 —x%)dx + 2[ (3—x%)—(x?—-1))dx =
0 1

2

8 42 2\ [16V2—4
—2§+2(4\/§—T—4+§)— T

Comentari: Qualsevol altre calcul equivalent i correcte sera igualment ben valorat.

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per les arrels.

0,25 punts pels vertexs.

0,25 punts pels punts interseccio.
0,25 punts per I’esbos.

b)

0,25 punts per les integrals a calcular.

0,25 punts per les primitives.

0,25 punts per I’aplicacio correcta de la regla de Barrow.
0,25 punts pel calcul final de 1’area.

uc|=
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25. PAU 2018 - Juny - Série 1 - Exercici 5

5. Sigui la funcié f(x) = Vx + x — 2.

a) Comproveu que la funcié f(x) compleix I’enunciat del teorema de Bolzano a
I’interval [0, 2] i que, per tant, I’equacio f(x) = 0 t¢ alguna solucio a I’interval
(0, 2). Comproveu que x = 1 és una solucio de I'equacié f(x) = 0 i raoneu,
tenint en compte el signe de f'(x), que la soluci6 és unica.
[1 punt]

b) A partir del resultat final de I’apartat anterior, trobeu 1’area limitada per la grafica
de la funcié f(x), I’eix de les abscissesilesrectes x=0ix=1.
[1 punt]

Resolucio:

a)

La funci6 f(x) és continua en I’interval tancat [0, 2] per tractar-se de suma de funcions
continues en el seu domini com s6n la funcié arrel quadrada i les funcions
polinomiques.

Els valors en els extrems f(0) =—-2<01i f(2) = V2 > 0 tenen signe diferent, és a
dir, f(0) - f(2) <0, per tant, si que es compleixen les condicions del teorema de
Bolzano.

Aixi doncs, la funcié canvia de signe dins 'interval indicat i, per tant, aplicant el
teorema de Bolzano, com a minim existeix un punt dins ’interval obert (0, 2) en que la
seva imatge és zero.

f(1) =1+ 1-2 =01, per tant, efectivament x = 1 és soluci6 de I’equacié f(x) = 0.

La funcié derivada f'(x) = % + 1 > 0 és positiva en tot el domini de la funcid i per

tant la funcié f(x) és estrictament creixent i, per tant, després de tallar 1’eix de les
abscisses una vegada, la grafica no pot tornar-lo a tallar.

b)

Com que x =1 és I"nic punt en que la funcid talla I’eix de les abscisses, la funcio
f(x) té signe constant en I’interval (0,1) i, per tant, I’area que es demana es pot calcular

(575
=l 5—+—=—-2x
3/2 2

Observacio: També es donara per bona la resolucid si I'estudiant planteja la integral

amb

1
_|2+1 2|_‘—5_5 )
13274 T 6l T 6

0

A=

1
f(\/i+x—2) dx
0

sense el valor absolut i canvia el signe després d’haver vist el resultat negatiu. Es
penalitzara donar com a resposta de 1’area un valor negatiu.
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a)

0,25 punts per la continuitat de la funcid i les imatges en els extrems.

0,25 punts per I’argumentacio del signe diferent i conclusio d’existéncia de solucio.
0,25 punts per la comprovaci6 en x = 1 i la derivada de la funcié.

0,25 punts per I’argument de monotonia de la funcio 1 unicitat de la solucié.

b)

0,25 punts per I’argumentacio del signe constant.

0,25 punts pel plantejament de la integral.

0,25 punts per la primitiva.

0,25 punts per I’aplicacio de la regla de Barrow i el calcul final.

26. PAU 2017 - Setembre - Série 2 - Exercici 6

: .. .y __ sinx
6. Sigui la funcio f(x) = —
a) Calculeu una primitiva de la funcio f(x).

[1 punt]

b) Calculeu 'area limitada per la funcio f(x) i I’eix de les abscisses entre les
abscissesx =01 x = g :
[1 punt]

Resolucio:

a)

sin x —dt ) 1 1
> dx = — == t“dt=—+C= +C
COS% X t t cos X

La primitiva es quasi immediata o podem assajar el canvi de variable cosx =t

cosx =t
—sinx dx = dt
sinx dx = —dt

Observacio: Com que a [’enunciat es demana “una” primitiva, l'exercici es donara per
ben resolt amb o sense la constant d’integracio.

b) La funcidé sinus és positiva a I'interval [0, g]. Atés que el denominador de la

funcio esta elevat al quadrat, és també positiu en tot ’interval. La funcio és, per tant,
positiva i I’area demanada és:

Fi3
T . —
A — sinx 1 1 1 1
Area = [i——dx = [[ ]]4 = —

cos? x cosxlly cos% cos0 \/5/2 -
2 2—2  242-2

—=-1= = = 0,414 u?

V2 V2 2
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a)

0,25 punts per la formulacio del canvi de variable.

0,25 punts per I’aplicacio del canvi de variable.

0,25 punts per la integral directa (amb o sense la constant d’integracio).
0,25 punts per desfer el canvi de variable.

b)

0,25 punts per la positivitat de I’integrand 1 el plantejament de la integral.
0,25 punts per la primitiva.

0,25 punts per I’aplicacio de la regla de Barrow.

0,25 punts pel calcul final (en qualsevol de les formes indicades).

27. PAU 2017 - Juny - Série 5 - Exercici 3

3.

a)

P(2,4)

Trobem el punt de tangéncia: P(2,4).

El pendent de la tangent és la derivada, per tant:
f(x)=x
f'(x)=2xi f'(2)=4

La recta tangent és doncs: y -4 =4(x—2), 0 sigui y=4x—-4.

Els punts d’interseccié6 amb els eixos de coordenades els trobem quan x = 0 que
obtenim y = -4 i quan y = 0 que obtenim x = 1. Aixi doncs els punts interseccié sén

10, -D)i{(1,0)]




b) L’area de la regio es pot obtenir:
i x2dx + [P(x% = (4x — 4))d —x—3]1+(£—2 244 )]2—
o Xedx + | (x (4x — 4) X == . . X X L=

—1+8 8+8 1+2 4—2 z
—373 3 ER

Pautes de correcci6:

a)

0,25 punts pel punt de tangéencia.
0,25 punts per la derivada en el punt.

0,25 punts per la recta tangent.
0,25 punts pels punts interseccio.

b)

0,25 punts pel plantejament de les dues integrals.
0,25 punts per les dues primitives.

0,25 punts per I'aplicacié de la regla de Barrow.
0,25 punts pel calcul final.

28. PAU 2016 - Setembre - Série 1 - Exercici 4

4. Sigui la funcié f(x) = sin(x).
a) Calculeu I’equacio de les rectes tangents a la funcié f en els punts d’abscissa
x = 01 x = m, respectivament. Trobeu les coordenades del punt en que es tallen
les dues rectes.

[1 punt]

b) Calculeu I’area de la regid limitada per la grafica de la funcio f 1 les rectes
tangents de 1’apartat anterior (en cas de no haver fet ’apartat anterior suposeu
que les rectes sé6n y = x 1y = —x + m, respectivament).

[1 punt]
Resolucio:
a)
y = sin(x),y’ = cos(x)

Calculem les dues rectes tangents:
Enx =0,y = cos(0) (x — 0) + sin(0) = .
Enx =m, y = cos(m) (x — ) + sin(n) = .

Per trobar el punt en que es tallen resolem la igualtat entre les dues rectes

x=T/sy=x="/

Aixi doncs, les rectes es tallen en el punt (”"/ 2 T[/ 2)
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b)

Les dues rectes es tallen en x = 7'[/2 i com que la funcié y = sin(x) és concava entre

x = 01ix = m, les rectes tangents estan per sobre de la grafica.

Aix{ doncs,

/2 m
Area = J (x —sinx)dx + (—x+m—sinx)dx =
0 /s

JT/Z T[Z T[Z
=2(—-1)=|—-2 u?|
=) e

ﬂ'/2 xz
:2f (x —sinx)dx = 2 ?+cosx
0

Observacio: No €s necessari aprofitar la simetria de la regid. Per tant ’exercici es
puntuara igualment si 1’estudiant calcula separadament cadascuna de les arees.

Apartat a)

0,25 punts per la derivada.

0,25 punts per una recta tangent.

0,25 punts per I’altra recta tangent.

0,25 punts pel punt d’interseccio.

Apartat b)

0,25 punts per la formulacié de les integrals a calcular.
0,25 punts per les primitives.

0,25 punts per la regla de Barrow.

0,25 punts pel calcul final.



29. PAU 2016 - Juny - Série 3 - Exercici 6

6. Siguin les paraboles f(x) = x? + k%1 g(x) = —x? + 9k2.
a) Calculeu les abscisses, en funcio de k, dels punts d’interseccio entre les dues paraboles.
[1 punt]
b) Calculeu el valor del parametre k perque I’area compresa entre les paraboles sigui de
576 unitats quadrades.
[1 punt]

Resolucio:

a) flx)=x*+k%?ig(x) =—x?+9k>

Es directe observar que la parabola f(x) és la parabola elemental x* desplacada k” unitats, mentre
que la parabola g(x) és la parabola elemental -x*, desplacada 9% unitats, totes dues simétriques
respecte 1’eix de les ordenades i de manera que al voltant de I’origen la parabola g(x) esta per
sobre de la fix). (Un dibuix ho il-lustra for¢a bé).

Calculem les abscisses dels punts interseccid igualant fix) = g(x) i obtenim

x? + k? = —x? 4+ 9k?, o sigui 2x? = 8k?, per tant |[x = +2k]|.
b) L’area compresa entre les dues paraboles sera doncs

2k 2k 2k
A= f [(—x? + 9k?) — (x®> + k?)]dx =2 (—2x2+8k?)dx =4 | (—x%+4k?)dx
-2k 0 0
x3 x=2k 83 64k3
=4(—?+4—k2x) =4(——+8k3)= :
x=0

3 3
3
Per tant, el valor que demana 1’enunciat haura de satisfer 1’equacié % = 576.
k=27

Observacio: També es valorara com a correcte si el plantejament de les funcions en 1’integrant
no té en compte quina esta per sobre de quina pero es discuteix al final el signe del resultat. Per
tant, la puntuacié pot ser la maxima sense haver representat cap figura ni haver discutit la
posicio relativa, sempre que s’indiqui correctament que cal prendre el valor absolut del resultat
de la integral.

Apartat a)

0,5 punts pel plantejament de la igualtat a resoldre.
0,5 punts per I’obtencio de les dues abscisses 2k i -2k.
Apartat b)

0,25 punts pel plantejament de la integral.

0,25 punts pel calcul de les primitives.

0,25 punts per la regla de Barrow

0,25 punts per la solucié final.
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30. PAU 2015 - Juny - Série 2 - Exercici 3

3. Responeu a les giiestions segiients:
a) Determineu I’equaci6 de la recta tangent a la corba y = x en el punt d’abscissa
x=2.

[1 punt]

b) Calculeu I’area de la regid plana finita limitada per la corba y = x3 i la recta

y =3x— 2.
[1 punt]
Resolucio:
a) Tenim y = x3 i per tant la seva derivada y' = 3x2. I quan avaluem en x = 2

tenim y(2) = 8 i y'(2) = 12. Per tant la recta tangent que busquem és la recta que
passa pel punt (2, 8) i que té pendent 12, és a dir

[V =]12(x — 2) + 8 [= 12x — 16]
b) Primer hem de trobar els punts d’interseccio entre les dues funcions. Igualant
obtenim:

x3=3x—2,ésadirx>—3x+2=0.

Si apliquem la regla de Ruffini obtenim x®> —3x + 2 = (x — 1)? - (x + 2) = 0 i per
tant que les abscisses dels punts de tall sén x = —2i1x = 1.

Per la continuitat de les funcions I’ordre entre elles és el mateix al llarg de tot ’interval
(-2, 1). Com que en x = 0 el valor de la corba és 0 i el valor de la recta és -2, la funcio
cubica esta més amunt que la recta i per tant el valor de 1’area limitada sera

f_lz(x3 — (3x — 2))dx = f_lz(x3 —3x 4+ 2)dx = (x; - 3962—2 + 2x)|1 — (l-%.,. 2) _

-2 4

a4y =2 — |27 .2
(4—-6 4)—4+6—4u

Observacio: També es pot haver plantejat amb el valor absolut de la integral
directament, sense fer el balang¢ de quina funcid pren valors més grans.
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Apartat a)

0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts per la formulacio.

0,25 punts per la substitucio.

0,25 punts per I’equacio final.

Apartat b)

0,25 punts per trobar els punts de tall.
0,25 punts pel plantejament de la integral.
0,25 punts per la primitiva.

0,25 punts per I’aplicacio de la regla de Barrow.

31. PAU 2015 - Juny - Série 4 - Exercici 4

4. Sigui f lafuncio f(x) = x - sin(x). Calculeu la primitiva de la funcié6 f que passa

pel punt (g, 0) (unitats en radians).

[2 punts]

Resolucio:

Comencem calculant la integral de la funcid f(x) = x - sin(x)
F(x) = f x - sin(x) dx

Hem de fer una integral per parts
Tenim doncs,
F(x) = [ x-sin(x) dx = —x - cos(x) + [ cos(x) dx = —x - cos(x) + sin(x) + C .
Hem de determinar ara el valor de la constant C. Per fer-ho utilitzem que sabem que la

funcio F passa pel punt (%, 0). Es a dir, sabem que F (g) = 0, 1 d’altra banda,

F(g)=—g-cos(g)+sin(g)+C=1+C,
donl+C =0,ésadir, C = —1.

Aixi doncs, la funcié que estavem buscant és

F(x) = —x-cos(x) +sin(x) — 1.
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0,5 punts per la identificacié de les parts en la integral.

0,5 per I’aplicacio de la formula.

0,5 per la integracio final i expressio general de la primitiva.

0,5 per la condicio de passar pel punt i deduccid de la constant d’intergracio.
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32. PAU 2014 - Juny - Série 3 - Exercici 4

4. Calculeu I’area de la regi6 del pla limitada en el primer quadrant per les grafiques
de les funcions y = x%, y = 4x2iy = 9.
[2 punts]

Resolucio:

Es tracta de 1’area limitada per dues paraboles que comparteixen el seu vertex, el punt
(0,0), 1 la recta horitzontal y = 9.

Calculem en quines abscisses del primer quadrant I"horitzontal talla cadascuna de les
paraboles.

x? =9 portaax = 3.
4x?> =9portaax = + (- =

Per tant I’area sera (plantejant la integral de les diferéncies verticals entre la funcié que
marca el punt superior de la regié i la funcié que marca el punt inferior de la regio)

3/, 3 3/, 3
[ (4x? — x?)dx + J (9 —x¥dx = f 3x%2dx+ | (9—x¥dx =
0 3/y 0

3/,
3 x3
= x3|0/2 + (9x —?)

Observaci6: La mateixa regié també es pot subdividir en tres diferents regions i calcular
I’area per separat i operar entre elles.

3
27 27 9
—Sr@-9-(5-5) =l
5, 8 2 8

Pautes de correccio:

0,25 punts pel primer punt de tall.

0,25 punts pel segon punt de tall.

0,25 punts pel plantejament de la primera integral.

0,25 punts pel plantejament de la segona integral.

0,25 punts pel calcul de la primera primitiva.

0,25 punts pel calcul de la segona primitiva.

0,25 punts per aplicar la regla de Barrow a la primera integral.

0,25 punts per aplicar la regla de Barrow a la segona integral.
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33. PAU 2013 - Setembre - Série 1 - Exercici 2

2.- De la funcié polinémica P(z) = 2° + ax? + bx + 2 sabem que

= té un extrem relatiu en el punt d’abscissa © = —3.

5

» la integral definida en I’interval [0,1] val — ik

Calculeu el valor dels parametres a i b.

[2 punts|

Solucio

Si la funcié té un extrem relatiu en el punt on # = —3 sabem que P'(=3) = 0. Com que P'(z) =

322 + 2ax + b, ens queda 'equacié
3(=3)% +2a(-3)+b=0.

Per altra banda, tenim que
1

L z? x> ba? 1 a b 5
z3 2 b+ de= |2 0 4 o] =2 4 L 9= 2
'[O(r+a1+)r+)1 4+3+2+1 4+3+2+ 1
En definitiva, hem obtingut el sistema
—6a + b = =27
a N b7 5,
3 2 2
que té per solucio a =31b=—-9.
PAuTES DE CORRECCIO
0,5 punts per saber interpretar la condicié per tenir un extrem relatiu en el punt d’abscissa * = —3.

0,25 punts pel planteig de la integral.
0,5 punts pel calcul de la primitiva.

0,25 punts per 'aplicacié de la regla de Barrow, arribant a la segona equacié.
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34. PAU 2013 - Juny - Série 3 - Exercici 3

3.- Donada la funcié f(x) = v/x — 1 i la recta horitzontal y = k, amb k > 0,

(a) Feu un esbés del recinte limitat per les grafiques de la funcié i la recta, i els eixos de
coordenades.

(b) Trobeu el valor de k sabent que I’'area d’aquest recinte és igual a 14/3.
[0,5 per 'apartat a; 1,5 per I'apartat b]
Solucié

(a) L’esquema demanat és a la figura que es troba a la pagina segiient.

y=k -

(b) La grafica de f(x) talla a I'eix d’abscisses en el punt (1,0). Busquem el punt de tall entre la grafica
de la funcié i la de la recta,
Vi—1l=k=z=k+1.

L’arca del recinte és igual a I'area del rectangle de base k? + 1 i altura k& menys Iarea que deixa “per
sota” la grafica de la funcio; és a dir,

. 1)3/2] k?+1 ok3 13
3

. k?+1 . .
A:k(k“rl)—[ (z— 1) da = k> + k — ( K4+ k-- = 4k
J1 3/2 . 3

Naturalment, el calcul també es pot fer com

.2
k241 k241 5 ) (z — 1)3/2 i+l o3 I3
A= kd:,—[ z—DY2de = k2] - |24 S S A )
f() " /, (x = 1) dx = [kx], 372 l + 3 3 +

Igualment, el calcul de la integral de la funcié f(zx) entre 11 k% + 1 es pot realitzar pel canvi de variable
x—1=1t> (don dr = 2tdt). En aquest cas, perd, serd necessari fer el canvi de limits d’integracio
corresponent,

k241

k k
\/:L'—ld:r:/ \/t_QQtdt:2[ tgdtQ{
JO JO

0

J1 3
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S’admet també com a correcte el realitzar la primitiva (la integral sense definir) i avaluar-la posterior-
ment.

3 37 k%41
073 2(va—T) K241 2(va—T) o3

[\/:Efld:is:---:?+027+02> Vo —1ldr = — =3
. 1

k3 14
L’equacio — +k = — es pot escriure també com k* 43k — 14 = 0, que té com a tinica solucio (buscada
amb el métode de Ruffini) & = 2.

35. PAU 2013 - Juny - Série 4 - Exercici 2

2.- La corba y = z° i la recta y = k, amb k > 0, determinen una regié plana.
(a) Calculeu I'area d’aquesta regié en funcié del parametre k.

(b) Trobeu el valor de k perqué I’drea limitada sigui V6 u2.

[1 punt per cada apartat]

Solucio

La grafica de la situacié descrita és

(a) Les abscisses dels punts d’interseccio entre la corba i la recta son @ = ++/k. Per tant, per a qualsevol
valor de £,

vk B1VE
A:/ (k—Ig)(iIE[kl'—i] :M_
—Vk 3| vk 3

4kvV'k
(b) Volem que ;f = V6. Elevant al quadrat els dos membres d’aquesta equacio ens queda

16k3 3
— =6=k=—.
9 2
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36. PAU 2013 - Juny - Série 5 - Exercici 4

4.- Per a x > 1, considereu la funcié f(z) = +vx —1.

(a) Trobeu l’'equacié de la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt d’abscissa igual a
10.

(b) Calculeu I’area del recinte limitat per la grafica de f(x), la recta d’equacié © = 5 i I'eix
0X.

[1 punt per cada apartat]
Solucié
(a) L’equaci6 de la recta tangent a la grafica d’'una funcio y = f(x) en el punt d’abscissa * = a és

i
a=10;  f(10)=v10—-1=3;  f'(10) =

y = f(a) + f'(a)(x — a). En el nostre cas, i com que f'(z) = , tenim
11
2V1I0-1 6~

1 . . .
L’equacié buscada és y = 3 + E(.’L‘ —10) o, en forma implicita, z — 6y + 8 = 0.

(b) Busquem la interseccio entre 'eix OX 1 la corba. L'equacié y = 0 és la que correspon a aquest eix.
Per tant el punt de tall és la solucié de +v/x — 1 =0, és adir, z = 1.

L’area buscada és

(- 1)3/2] "9 16

Ajj’ /;E—ld,'j;fl‘r’(;g—l)l/?dq;{ 372 :3[(5_1)3/2_0]:3.

1

Aquesta integral es pot calcular també per canvi de variable, fent z — 1 = ¢2. D’aqui, dx = 2dt, per
x =1 la nova variable val t = 0 i quan = = 5, llavors ¢ = 2; per tant,

5 2 2 372
[\/:L'—ld:L':/\/t_Q-tht:Z/t2dt:2 t— :E.
J1 0 Jo 3 0 3

Quan es fa el canvi de variable és molt important canviar també els limits.

Si no es vol canviar els limits, es pot treballar la integral com a primitiva (“integral indefinida”) i desfer
el canvi al final. Es a dir,

2 (= 1)

C.
3 +

. 2t3
[\/:ﬂfld.‘f::[\/t_g'QtdeQ[tzdt:?+C:

Amb aixo,

[V tae= | 2 () o) =
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37. PAU 2012 - Juny - Série 1 - Exercici 2

2.- La grafica de la funcié f(r) = xv9 — 22 és la segiient:

(a,0)

(a) Trobeu el punt de tall, (a,0), de la funcié amb la part positiva de I'eix OX .
(b) Calculeu I’area limitada per la grafica de f(x) i I'eix OX en el primer quadrant.
[0,5 punts per Papartat a; 1,5 punts per Iapartat b]

(a) El parametre a és I'abscissa del punt de tall de la corba amb l'eix OX. Es a dir, és una de les
solucions de 'equacié 2v9 — 22 = 0, que sén = = 0, z = +3. Com que ha de ser a > 0, és evident que
a=3.

(b) Per aquest segon apartat, descriurem dues solucions.

—

Solucio 1

3
Com que la funcio és positiva a Uinterval [0, 3], 'arca buscada ¢s A = f f(x) dz. Busquem una
0

primitiva per a la funci6 f(z), amb el canvi t = 9 — 22, la qual cosa fa que dt = —2x dzx .

'/f(-’lf)d-’EZf.r\/ﬁd.r—f—/\/Q—ir ZI'd.r———f\/Edt

B2 (9—a?)?

Llavors,

= 0+—=2"=9.

e (9 — 22327’ 9%/2 97
- . 3 3

Evidentment, també es pot realitzar el calcul sense desfer el canvi al final, sempre que es posin els
limits d’integracid que corresponen (per z = 0, queda t = 9; per x = 9, és t = 0):

f%/z 0 32 o
A= ff d!———f Vidt = :—0—{—9—:—7:9.
3 9 3 3

Solucié 2
Sa+1

Podem utilitzar la formula d’integracid immediata / u® du = . Llavors,

a+

PRI
A= / f(x) :——[ 99—z )1/2( 2.1")(111*—% {%] =9.
0

3 3
NoTa: No es pot donar per bo coses per l'estil de [ V9 —a?dr = 1/2/ Vitdt.
J0O 0
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38. PAU 2011 - Juny - Série 1 - Exercici 3

2

3.- Definim les funcions f(z) = a(1 — 2%) i g(z) = , en qué a > 0.

(a) Comproveu que ’area del recinte limitat per les grafiques de les funcions és
4(1 + a?)
3a

(b) Busqueu el valor del parametre a perqué aquesta area sigui minima.
[1 punt per cada apartat]
Solucié

(a) Cal buscar els punts d’interseccio de les dues grafiques. El valor de 'abscissa en un punt d’interseccié
és la solucio de l'equacio f(z) = g(x); és a dir,
% —1

a(l —2?) = :
a

D’aqui ens queda (a?+1)(1—22) = 0. Com que a® + 1 no és zero per cap valor del parametre a, tenim
r==1.
Llavors, tenint en compte que en l'interval [—1, 1] es compleix que f(z) > g(z) ja que
1
f(0)=a>g(0) =——, perser a >0,
a

és clar que I'area buscada és

1 1 ’L'2 _ 1 [12 —.’L'2
A= [ (f(x) —g(x)),dx = / (a(l:r:z) - 1) d:r::' (a”+ 1) )d.’L'

J—1 J—1 a —1 a
a1
(a?+1) a3 4(1 + a?)
=—"|z—— = —".
a 3 3a
-1
. N 4(1 + a?) . L . .
(b) Definim la funcio h(a) = 35 Perqué el seu valor sigui minim cal que la primera derivada
a
sigui nul-la. Com que
4(a® -1
Dh(a) = 4a”—1)
3a2

els valors “candidats” a donar un maxim o un minim sén a = 1ia = —1. A 'enunciat ens diuen que

a > 0. Per tant, I'anic valor possible és a = 1. A més a més, és facil veure que

8 8

D?h(a) = — i, per tant, D?h(1) = — > 0.
3a? 3

Es a dir, es tracta d’'un minim, tal com es volia.

Si es vol, 'estudi de si en @ = 1 hi ha realment un minim es pot realitzar buscant els signes de la
) p
primera derivada abans i després d’aquest valor:

4(0,5% - 1)

300,52 —4<0; Dh(1,5)~=0,74>0.

Dh(0,5) =

Com que la funcié derivada és negativa a lesquerra (funcio decreixent) i positiva a la dreta (funcio
creixent), en ¢ = 1 hi ha un minim.
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39. PAU 2011 - Juny - Série 4 - Exercici 1

1.- Calculeu I’area del recinte limitat per les corbes d’equacié f(x) = 2> —x+2 i g(z) = 5—3xz .
[2 punts|
Solucid

Cal comencgar buscant les abscisses dels punts d’interseccid d’ambdues corbes. Per fer-ho, plantejem
lequacio f(z) = g(x),

fl@)=glx) <= 22 —24+2=5-3z <= 2° 420 -3=0 <= 2=1 0 z=—-3.

La grafica de les dues funcions és

>

-3 1

Com que f(0) = 21 g(0) = 5, podem assegurar que, en 'interval que ens interessa, g(x) > f(x). L’area
demanada és

J_3 J_3 3

[ )= f@ndr= [ (3202 da = [3_2_33]: (3-1- 1)~ (co-049)- 2

40. PAU 2010 - Setembre - Série 2 - Exercici 5

o

5.- Sigui f(x) = 1 Trobeu Parea del recinte limitat per la grafica d’aquesta funcio,
T

Peix OX ilesrectes x =0ix=2.

[2 punts]

Solucié

2
La funcid solament val zero quan x = 0. Per tant, I’dArea demanada és / f(x)dz. La funci6 a integrar
és una funcié racional amb el grau del numerador major que el denominador. Per tant, haurem de
comencar efectuant la divisié. Ens queda

82 2

=4r -2 .
T I W |

Llavors,

2 82 2 2 9 2
/0 2I+1d.r,—/0 (4.L2+2$+1)d.1:—{2.f, 72.L+1I1|2.L+1@0

=[2-2°-2.24+In(2-2+1)] - [0-0+1In(0+ 1)) =4 +1Inb ~ 560944 .
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41. PAU 2010 - Juny - Série 1 - Exercici 5

5.- La grafica de la funcié f(x) = x - sin(x) és la segiient:

(a) Trobeu-ne una primitiva.

(b) Aplicant el resultat de I’apartat anterior, calculeu I’area del recinte limitat per la
grafica de la funcié f(x) i I'eix d’abscisses des de © =0 fins a © = 7.

[1,5 punts per Papartat a; 0,5 punts per Papartat b
Solucid
(a) Per calcular [ x - sin(z)dx utilitzarem el métode de integracié per parts. Agafarem w = x i dv =

sin(x)dx; Navors, du = dz i v = — cos(z).
f:r: -sin(x)dr = x[— cos(z)] — /[— cos(z)|dzr = —x - cos(x) + fcos(:f:)d:r = —z - cos(z) + sin(x) .

No cal sumar cap constant perqué es demana solament una primitiva.

(b) Aplicant la regla de Barrow,

[Tr x-sin(z)dr = { —x-cos(x) + Sin(.’lj)}g = [—7 - cos(m) + sin(m)] — [=0 - cos(0) +sin(0)] =7 — 0 = 7.
J0

42. PAU 2010 - Juny - Série 5 - Exercici 6

6.- En la figura es mostra la corba y = ©(4 — x) i una recta r que passa per l’origen i talla
la corba en un punt P d’abscissa k, amb 0 < k < 4.

= — - =2

(a) Trobeu I’area ombrejada, delimitada per la corba i la recta, en funcié de k.

(b) Trobeu per a quin valor de k l'drea de la regié ombrejada és la meitat de ’drea del
recinte limitat per la corba i 'eix OX.

[1 punt per apartat]
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(a) El punt P de la grafica té per coordenades P = (k,4k — k?). Llavors, 'area demanda en aquest

primer apartat és I'area del recinte que tanca la corba des de © = 0 fins a x = 4 menys 'area del

triangle format pels punts (0,0), (k,0) i P, que té com a base el valor k i com a altura el valor 4k — k2.
k(4k — k?) B 6k% — k3 4k* — k3 B k3

k
A= [ (42 — 2?)dx — = =—.
Jo 2 3 2 6

També és correcte plantejar I'area com la del recinte limitat per la corba i la recta d’equacio y = (4—k)x
(recta que passa per lorigen i el punt P):

k k 22 231F g3
A= / (4 — 2% — dx + kx)dx = f (kx — 2%)dx = ka” i
Jo 0 2 3 0

(b) La corba talla a I'eix OX en els punts on z = 01 x = 4. L’area del recinte limitat per la corba i

leix és .
4 3 32
[ (4 — 2¥)dx = |22% — Tl ===,
Jo 3 3
0
K1 32 16
Aixi, volem que =3 3 -3 La solucié d’aquesta equacio és k = v/32 = 2v/4 .

43. PAU 2009 - Juny - Série 3 - Exercici 2

2.- Considereu les corbes y = 4z — 2% i y = 22 — 6.
a) Trobeu-ne els punts d’interseccio.

b) Representeu les dues corbes en una mateixa grafica, on es vegi clarament el recinte que
limiten entre elles.

¢) Trobeu I’area d’aquest recinte limitat per les dues corbes.

[0,5 punts per Papartat a; 0,5 punts per 'apartat b; 1 punt per I'apartat |

Solucié
a) Les abscisses dels punts de tall d’ambdues corbes, han de complir que 4z —z? = z? — 6. Les solucions
d’aquesta equacié son x = —1 i z = 3. Aixi els punts de tall son (-1, —5) i (3, 3).

b) La grifica és la segiient:

e f 1 B 3
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¢) Comprovem quina és la corba que limita el recinte per dalt

y:4:1:—:1;2:>y{0):0; y:52—6:>y(0):—6-

La corba d’equacié y = 4z — 22 és la que va per damunt. Llavors,

3

s 2 2 ) 2 p 200 64
A= [ [(dz — 2°) — (2° — 6)]dx = [ (4o — 22° + 6)dx = |20° — — + 62| = —
J-1 —1 3 . 3
(| oanas — an
44. PAU 2009 - Juny - Série 4 - Exercici 3
. .. z(a — )
3.- Considereu la funcié f(x) = ————, amb a > 0.

a3
a) Trobeu els punts de tall de la funcié amb I’eix OX.

b) Comproveu que ’area del recinte limitat per la grafica de la funcié f(x) i I’eix d’abscisses

no depén del valor del parametre a.

[0,5 punts per Uapartat a; 1,5 punts per 'apartat b]

Solucio

a) f(x)=0 < z(a—2)=0 < 2 =00 z = a. Els punts de tall son, dones, (0,0) i (a,0).

b) L’area de recinte és

A[GLH._I)UI:JL art o azl,
Jo a? a’ | 2 3], 6

que, efectivament, no depén del parametre a.
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45. PAU 2009 - Juny - Série 4 - Exercici 5
PROBLEMES

3+

5.- La grafica de la funcié f(z) = ,des de x =1 fins a x = 4, és la segiient:

a) Calculeu I'equaci6 de les rectes tangents a aquesta funcié en els punts d’abscissa = = 1
ir=3.

b) Dibuixeu el recinte limitat per la grifica de la funcié i les dues rectes tangents que heu
calculat.

¢) Trobeu els vértexs d’aquest recinte.
d) Calculeu la superficie del recinte damunt dit.

[1 punt per Papartat a; 0,5 punts per 'apartat b; 1 punt per 'apartat ¢; 1,5 punts per 'apartat d|

Solucio
a) L’equacio de la recta tangent a la grafica d'una funcié f(x) en un punt xg és y = f(xo)+f'(z)(x—x0).

La derivada de la funcié donada és f'(x) = —%. Per tant,
x

= En el punt d’abscissa x = 1, 'equacié de la recta tangent és y = f(1) 4+ f'(1)(z — 1), és a dir,
y=7—3x.
T

= En el punt d’abscissa x = 3, l'equacio és y = f(3) + f'(3)(z — 3), o sigui, y = 3 — g

b) El dibuix del recinte limitat per la corba i les dues tangents trobades és

4

¢) Els vertexs del recinte son els punts de tall (o de contacte) entre la corba i les dues rectes que el
limiten. Com que les rectes son tangents a la corba, els “punts de tall” (de fet, solament de contacte)
entre cada una de elles 1 la corba son (1,4) i (3,2), respectivament. El vértex que falta és el punt
d’interseccio entre les dues rectes,
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En resum, els vértexs del recinte son, ordenats segons les abscisses, (1,4), (3/2,5/2) 1 (3,2).

d) La superficie demanada és

3/2 ;a4 . 3 - .
A = [ (3+'E—(7—3:E))d:1:+/ (3+'L—(3—'.£))dﬂ7
J1 &xr J3/2 €T 3
3/2 /o 3 .
= / (36+3:1:)d:1:+/ (32+',L)d-’1:
J1 €T J3/2 \T 3

973/2
= l3111.176:1:+3'; +

x
3ln|z| — 2z + —
n|z| — 2z 5

1 3/2

= In(27) — 3 ~0,2958 .

46. PAU 2008 - Juny - Série 2 - Exercici 1

QUESTIONS

1.- Se sap que certa funcio derivable F(x) verifica les condicions F'(x)=

i

F(1)=3.

a) Trobeu F(x).

b) Calculeu I'area compresa entre F(x) i I'eix OXdes de x=0 finsa x=1.
PUNTUACIO: 1 punt cada apartat.
Solucio:

a) En primer lloc es calcula la primitiva de la derivada,

X3/4

A continuacié, aplicant F(1) =3, s’obté la constant: % +C=3=C= g Aixi, la

funcié demanada és
44— 5
F(x)= =Y =,
(x) 3 X +3

b) Tenint en compte que la funcié és sempre positiva, 'area demanada s’obté de
calcular

f(:F(x)dx _ j:[%f/? +g

4 x5,
3 3

x=13"772
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47. PAU 2007 - Setembre - Série 3 - Exercici 4

4.- La funcié derivada F'(x) d’'una funcié continua F:R — R que passa per l'origen és
una funcio a trossos formada per les semirectes del dibuix

F'(x),
/ .
/1 2 x
-1

Escriviu I'expressié de la funcié F(x) com una funcié a trossos.

1
1

Y

La derivada de la funcid F(x) es pot expressar com
Fi(x) = x—1 ﬁ x<2
1 si 22x

ja que la primera branca és una recta de pendent 1 que passa per (1,0) i la segona és una
funcié constant. El punt x =2 s’ha d’incorporar a una i només una de les dues branques. Ara
bé, per continuitat es pot escollir la que es vulgui.

i(i—x+C si x<2
Llavors, integrant, F(x)=< 2 .
X+ K si 2<x

Com que la funcié passa per l'origen, la primera constant indeterminada val C=0. Llavors,
donat que la funcié ha de ser continuaa x=2, re 2=2+K—> K=-2 ilafuncio és

52

Fx)=12

x-2 si 2<x

-X s x<?2

PUNTUACIO:
0.5 punts per I'expressié de F'(x).

0.5 punts per la integracio.
0.5 punts per I'obtencié de C.
0.5 punts per I'obtencié de K.

63



48. PAU 2007 - Juny - Série 1 - Exercici 3

3.- Buscant els seus extrems relatius i els punts de tall amb els eixos, feu una
representaci6 aproximada de la corba d’equacié y = x* — x*. A continuacié, calculeu
I'area del recinte tancat per aquesta corba i I'eix de les abscisses.

Si f(x)=x*-x2, f'(x)=4x> -2x.
11
Com f"(x)=12x%> -2, f"(0)<0, f"(1/4/2)>0 i f"(-1/+/2) > 0. Llavors, el punt (0,0) és un

Extrems relatius: 4x> —2x=0—2x(2x> -1)=0— x=0,

2 4l 2 4
Punts de tall: x* - x2 =0 - x*(x* -1)=0— x=0,1,-1, (0,0), (1,0) i (-1,0).

L o1 1 1 1 , - .
maxim relatiu i , sO6n minims relatius.

Grafica:

L’'area demanada s’'obté de calcular
1
1 5 3
A= —L(x‘d' - x2)dx: —[X——X—} :iu2 .
-1

PUNTUACIO:

0.5 punts pels extrems i els punts de tall.

0.5 punts per la representacio grafica.

0.5 punts pel calcul de la primitiva.

0.5 punts per I'aplicacié correcta de la regla de Barrow.



49. PAU 2006 - Setembre - Seérie 4 - Exercici 2

2. El grafic de la funcié f(x)= 2—'1 ,quan x>0, és com segueix
X+

o

a) Trobeu una primitiva de la funcié f.
b) Calculeu I'area de la regié ombrejada.

a) Una primitiva de la funcié donada és F(x) = ;_In(2x +1).

b) L'area de la regié ombrejada és

4 1 1 t ) .
.[2 o+ 1 dx_[Eln(2x+1)} —E(In(g) In(5)) _In\/g.

2

1 punt per cada apartat.

| [viw_>—nN
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50. PAU 2005 - Setembre - Série 3 - Exercici 6

6. Considereu la funcio
2 .
X +x+b si x<0
f(x)= » ,
ae si x20
on a i bsdén nombres reals. Es demana:
a) Quina condicié han de complir a i b per tal que f sigui continua a tot
R?
b) Trobeu els valors de a i b pels quals f sigui continua perd no
derivable a tot R.

1
o) Pera=1ib=1,calculeu [ f(x)dx.
-1

SOLUCIO.

a) [1punt] Tant x> +x+b com a-e” sén funcions continues en tot R. Per tant,
I"inic punt on f pot tenir una discontinuitat és a x=0. Estudiem els limits
laterals en el punt 0:

lim f(x)=0b; lim f(x)=a.

x—=0" x—=0"

Per tal que f sigui continuaa x=0 cal, doncs, que a=>5b.

Penalitzeu amb 0,5 els que no comentin res de la continuitat de f forade x=0.

b) [1 punt] Siderivem f, obtenim:
2x+1 st x<0

(x)= .
RS {abeb* si x=20

Per tal que fexisteixi en el punt x=0, cal novament que lim f'(x)=lim f'(x). O

x—=07 x—0*
sigui, cal que 1=ab . Com que la condicié de continuitat és que a =b, tenim que
a’ =1 a=11. Per tant, hi ha dues parelles de valors que farien f continua i

derivable: a=b=1 obé a=>b=-1. Qualsevol parell de valors a =b # t1lresolen la
questio.
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c) [2 punts]

X +x+1 si x<0
xX)=
A { e si x=0

0

jf(x)dx=jf(x) dX+jf(x) dx = j(x2+x+l)dx+je” dx =
| 1 0 0

-1

3 2 0
:[x__'_x__i_x} +|:e"];:%+e—1:e—%unitats d'area.
1

Puntueu 1 punt pel plantejament correcte i 0,5 punts per cada una de les dues
integrals.
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51. PAU 2005 - Juny - Série 1 - Exercici 6

6. Considereu la funcié f(x)=4x—x". Es demana:

a) calculeu I'equacioé de les rectes tangents a la grafica de f en els punts
d'abscisses x=0 i x=4;

b) feu un grafic dels elements del problema;

c) calculeu I'area compresa entre la grafica de f i les rectes tangents que
heu trobat a I'apartat a).

soLucio
a) [1 punt] La derivadade fés f'(x)=4-2x. Els pendents de les rectes

tangents demanades son /'(0)=4 i f'(4)=—4 La recta tangent en el punt
(0,0)té per equacio y =4x ila recta tangent en el punt (4,0)és
y=-4x+16.

‘ Puntueu 1 punt per cada tangent trobada. Penalitzeu els errors de calcul.

b) [1 punt]

c) [2 punts] La interseccio de les dues tangents és el punt P = (2,8) (vegeu la

grafica). L’'area demanda la calcularem en dos trossos: I'area per sota de
y=4x ipersobrede f(x) entre0i2:

r x° ? 8
[(Ax—dxsxtyde=| | ==.
0 3 . 3
| 'area per sotade y =-4x+16i per sobre de f(x) entre 2i 4:

X

4 34
I(—4x+16—4x+x2)dx[16x—4x2+ 3} _3

2

En total, 'area demanda és de ? unitats d’area.

Puntueu 1 punt pel plantejament correcte (encara que hi hagi errors en el punt
d’interseccio de les tangents) i 1 punt per I'area correcta. Penalitzeu errors de
calcul. Si algu trobar una de les integrals i multiplica el resultat per 2 fent servir la
simetria, obviament té correcte el calcul de l'area.
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52. PAU 2005 - Juny - Série 4 - Exercici 2
2. Donada la funcio f(x) = Y esdemana:
5x*—4
a) calculeu la integral If(x) dx ;
b) trobeu la primitiva ' de f que compleixi F(1)=1.

soLuclo
a) [1 punt]
1 / | (s¢-4)" 1
X _ A5y _aY g LN ) A s
jﬁdxmij (5x°-4) " ax TR e 5\/5x 4+C.

b) [1 punt] Per trobar la primitiva que ens demanen, substituim a
1 5 1 4
F(x):g\/Sx“—4+C;I:F(l):g+C = C:g.

l b 4
La primitiva demanada és F(x) = g\f 5x" -4 +§ .

53. PAU 2004 - Setembre - Série 5 - Exercici 1

1. Calculeu el valor de la integral seguent:

3 x+1++/x+1
[pEASuaCaLn

0 x+1

SoLucCIO.

[2 punts] Es pot considerar immediata:
I+
J‘3 x+1++x+1 dx = J‘ dx + J‘
0 x+1
O es pot fer un canvi de variable:

dx :x|z+2w/x+l|z —34+(4-2)=5.

x=0 = u=1
u=+x+Lx+1=u’; dv=2udu:
x=3 = u=2.

J-3x+1+md *J- u’ +u
T u’

u2 ?
CT 2u dufZI (u+1)du=2 {7+u:| =5.

1
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54. PAU 2004 - Juny - Série 1 - Exercici 5

PROBLEMES

5. Considerem la funcié f(x)=x" +mx” +1, m> 0.

a) Calculeu el valor de m per tal que 'area del recinte limitat per la grafica de la
funcio, I'eix OX i les rectes x=0 i x=2 sigui de 10 unitats quadrades.

b) Per a m=1, indiqueu el punt o els punts on la recta tangent a la grafica de la
funcié forma un angle de 45° amb el semieix positiu de OX.

SOLUCIO.

a) [2 punts] La funcio es manté positiva per sobre de l'interval [0,2] perque

per x>0 i m=> 0 forgosament x* +mx* +1> 1. Alternativament es pot raonar que
f(x) es manté positiva a I'interval [0,2] perqué f(0) =11 f'(x)=3x" +2mx >0
per x €[0,2] (recordem que m > 0).

En conseqiiéncia, I'area del recinte que ens diu I'enunciat és
2

” 4
J-k(x3+mx2+l)dx:x—+mx—+x :6+8—m.
0 4 3 o 3
Aixi,
6 8?”"10 = m=2

Valoreu 0,5 punts el raonament que f(x) = 0 a linterval [0,2].

b) [2 punts] Per m=1 la funcio és f(x) =x’ +x* + 1. El pendent de |a recta tangent
que ens diuen ha de ser igual a 1. Per tant, el punt o punts que ens demanen han
de seraquellson f'(x) =3x" +2x =1 O sigui x =—1i x=1/3. Els punts en

1 31
vestio son (—L1) i (,]
a i35,

Valoreu amb 0,5 punts el fet el pendent de la recta és 1.
Si la resposta es limita a donar x = —1i x =1/ 3 doneu-la per bona.

70



55. PAU 2004 - Juny - Série 3 - Exercici 2

soLuclo.

a) [1,5 punts]

- 3
: sin’ x
I(cosx—cos3x)dx= _[cosac-(l—coszx)dx = _[cosx-smzxdx=

+C.

b) [0,5 punts] Si la primitiva ha de passar pel punt (7 /2,0),

L3 T
sin- — 1
2,Cc=0 = C=—.

=3
N . sin” x—1
La primitiva demanada és, doncs, ——.

56. PAU 2003 - Setembre - Série 3 - Exercici 1 (Qliestions)

Qiuestions

1. Donada f(x) = (22 + 1) e®*+*) determineu la funcié g(x) tal que ¢'(x) = f(x) (és
a dir, una primitiva de f(x)) i que el seu grafic passa pel punt (0,2).

Les funcions primitives de f(x) = (2z+1) e+ sén de la forma g(x) = e+ 4+,
on C' és qualsevol constant. Si es demana que el seu grafic passi pel punt (0, 2) cal
que 2 = g(0) = e° + C d’on es dedueix que C' =11 g(x) = e +2) 41,

Compteu un punt (1) per la determinacié correcta de les primitives de f(x) i
l'altre pel calcul de la constant que fa que el grafic passi justament pel (0, 2).

57. PAU 2003 - Juny - Série 2 - Exercici 2 (Questions)

321 3
/ n(2) dx.
1 x

2. Calculeu

1
1
Fent el canvi immediat ¢ = In(x) la integral es converteix en / 2t* dt que val 3
0

Compteu fins a un punt (1) pel calcul correcte de la primitiva i un punt més (1)
pel calcul final.
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58. PAU 2003 - Juny - Série 5 - Exercici 3 (Questions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

59. PAU 2002 - Setembre - Série 1 - Exercici 1 (Qliestions)
Questions

1. Calculeu el valor positiu de a que fa que ’area compresa entre la recta d’equacio
y=ax+2aila parabolay = ax? valgui 18.

Tenint en compte que a > 0 'esquema de la situacid és el segiient:

18 ;
.‘"
16
/
14 /
;i'
12 /"
10 -
/ ~
/-
N
ey
N 6 - - /’
\ - /
L /
-
/\\ 2 /
/
- ~_ ]
-2 -1 1 2 3

Les abscisses dels punts d’interseccié de la recta i la parabola, que corresponen
a les solucions de I'equacié az? = az + 2a, sén x = 21z = —1. Llavors 'area
buscada és la integral
2 9
(ax + 2a — ax®) dx = =a.
1 2
Tgualant a 18 obtindrem que a = 4.

Compteu un punt i mig pel plantejament correcte, incloent-hi la determinaci6
dels punts de tall de la recta i la parabola i la determinacié de la primitiva, i
deixeu el mig punt restant per a valorar la correccié dels calculs.



60. PAU 2002 - Juny - Série 2 - Exercici 1 (Questions)

Questions

1. Calculeu I'area compresa entre les grafiques de les corbes y = e¢** iy =e ** ila

recta y = 5 representada en 'esquema segiient:

h. 4

Per simetria respecte 'eix y, 'area demanada és el doble de I'area A determinada
per les grafiques donades quan = > 0. El punt d’interseccié de la recta y = 51 la

corba y = 2 és la solucié de 'equacié 5 = 2%, és a dir, z = 3 In5. Llavors

4

Inb 5
e de = E{ln 5) 2

[

A:(%ln5)><5 f

0
i 'area total és el doble (5(In5) 4~ 4,0472).

Compteu fins a un punt i mig pel plantejament i el calcul correcte de la primitiva
(incloent-hi la determinacié dels limits d’integracid) i deixeu el mig punt restant
pels calculs.

61. PAU 2002 - Juny - Seérie 3 - Exercici 1 (Quiestions)

Questions

1. Calculeu la primitiva de la funcié f(x) = xv2? — 1 que s’anul'la en el punt d’ab-
scissa x = 2.

Les primitives de f(z) sén les funcions de la forma
1
g(x) = f:r:x/ 22 —ldxr = 5(:{:2 ~-1)¥2 4 C
on C és una constant qualsevol. Llavors la primitiva que s’anulla en x = 2 és la
1 .
que compleix 5(22 —1)32 4+ C =0, don C' = —/3 i per tant la que busquem és
1
g(x) = g(.’L‘Q — 1)3/2 —/3.

Compteu un punt i mig pel plantejament i el calcul de la primitiva i deixeu el
mig punt restant pels calculs finals.
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62. PAU 2001 - Setembre - Série 4 - Exercici 4 (Qliestions)

4. Sabeu que la grafica de la funcié f(x) passa pel punt (1,—4) i que la seva funcié
derivada és ['(x) = 2z — 2.

a) Determineu l'expressié de f(x).

b) Calculeu I'area de la regié limitada per la grafica de f(x) i I'eix d’abscises OX .

a) Les primitives de 2z — 2 s6n de la forma g(z) = z? — 2z + k, on k és una
constant. Si la grafica ha de passar per (1, —4) és que g(1) = —4 i, per tant,
k= —3. D’aqui que resulti f(z) = 2% — 22 — 3.

b) Els punts de tall de la grafica de f(x) amb l’eix d’abscisses corresponen a
x=—11ixz=3. L’area que es demana sera

3
2
/ (1'272:&'73)(5;[?:3—
. 3

Compteu 1 punt per cada apartat. Valoreu sobretot si demostren coneixer el
concepte de primitiva i el métode per a calcular arees. Puntueu independentment
cada un dels dos apartats i traieu com a maxim mig punt del total de 2 per errors
de calcul.

63. PAU 2001 - Juny - Seérie 2 - Exercici 1 (Quiestions)
Qliestions

1. a) Quin és I'angle x en radians (0 < z < g} tal que sin(z) = cos(x)?

b) Considereu les funcions f(x) = sin(x) i g(x) = cos(x). Calculeu la superficie
del recinte delimitat superiorment per les grafiques d’aquestes funcions, infe-

riorment per 'eix d’abscisses i lateralment per les rectes verticalsx = 0ix = 3

representat en el esquema segiient

a) L’angle és x = 7/4 amb sin(7/4) = cos(w/4) = V/2/2
b) La superficie que es demana és la suma d’integrals

(m/4) (m/3)
/ sinz dx + / coswdr = cos :Js}gn/ﬁl) + [sin L]%:jg =1 V2+ ﬁ
0 (w/4) 2

(que té un valor aproximat de 0,4518).

Compteu mig punt per la determinacié del punt de tall de les dues grafiques, és
a dir, per I'apartat a). Compteu fins a 1 punt pel plantejament de la integral i el
calcul de les primitives i deixeu el mig punt restant pels calculs finals. Intenteu
valorar el segon apartat encara que el primer no estigui bé.



64. PAU 2001 - Juny - Série 5 - Exercici 4 (Qiiestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

65. PAU 2000 - Setembre - Série 2 - Exercici 2 (Qliestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

66. PAU 2000 - Setembre - Série 6 - Exercici 1 (Qliestions)

1. L'expressi6 de f(x) sera

Fz) = e+ C six<l1
)= —rx+ K siz>1

Com que f(x) és continua en tot punt, fent z = 1 a les dues expressions de f(x)
s’haura de complir que 2 4+ C = —1 + K. O sigui, K = 3 + C. Per altra banda,
com que f(—1) ha deser 2, =24+ C = 2. Per tant C =4, K = 7. Els alumnes han
de dibuixar llavors la grafica de y =2x +4d peraz <lilagraficadey = —x+7
perax > 1.

Aquesta qiiestié val 2 punts. Atorgueu-los segons els vostre criteri en funcié del
que hagi fet cada alumne.

67. PAU 2000 - Juny - Série 1 - Exercici 2 (Qiiestions)

2. La intersecci6 de les grafiques s’obté solucionant —z% +7 = 6/x que és equivalent
a0 =a%—7x4+6=(xr—1)(2?+2 —6). Les solucions d’aquesta equacié sén
r=—-3, x=11ix=2. L’area que es demana és la integral

2

2 3
T 14
/1(7—.1‘2—%)(1:571'—%—6111:5 1:3—61112

Compteu un punt per la determinacié dels punts de tall de les grafiques i 'altre
pel calcul de la integral.

68. PAU 2000 - Juny - Série 3 - Exercici 1 (Qiiestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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