Matematiques aplicades a les ciéncies social

Funcions: analisi d'una funcido donada

Solucions - 162 exercicis

Proves d'accés a la universitat (PAU) de Catalunya. Ordenats del més recent al més antic.
Retalls dels examens i pautes oficials (selecat.cat / universitats.gencat.cat).



1. PAU 2026 - Setembre - Série 2 - Exercici 1
Exercici 1
a) Comencem calculant I'ingrés setmanal en funcié del preu.
I(p) = p-d(p) = p (500 — 10p — p*) = 500p — 10p* —p°,
per a valors de p tals que 0 < p < 15.
Per a trobar el maxim, hem de calcular la derivada d’aquesta funcio
I'(p) = 500 —20p — 3p2.
L'igualem a zero, I'(p) = 0,
500 —20p —3p? = 0.

| resolem I'equacié de segon grau

20+ /(—20)2 —4(=3)(500) _ 20+ V6400 _ 20 +80
P= 2(=3) T

Trobem dues solucions, —53—0 i 10. En el context del problema, només té sentit la
solucié positiva p = 10 €.

Com que la derivada és continua, per a comprovar que efectivament es tracta
d’'un maxim, estudiem el signe de la derivada abans i després d’aquest valor:

I'9)=77iI'(11) = —83.

Observem, per tant, que la funcio és creixent per a valors inferiorsap = 10 és
decreixent per a valors superiors. Per tant, a p = 10 hi trobem un maxim. La
demanda quan p = 10 és

d(10) = 500 — 10-10 — 10%? = 300 unitats.
| l'ingrés setmanal amb aquest preu sera
1(10) = 10 - 300 = 3000 £.

Hem obtingut, per tant, que I'ingrés maxim s'obté amb un preu de 10 €, amb el
gual obtenim una demanda de 300 unitats i uns ingressos de 3 000 €.



b)

Per tal de calcular l'elasticitat-preu comencem calculant la derivada de la
demanda

d'(p) = —10 — 2p.
Ara apliqguem la formula que ens donen per a trobar I'elasticitat-preu de la

demanda

p p- (=10 - 2p)

Ara calculem el valor de l'elasticitat de la demanda per als dos preus que ens

demanen.

4
E(5) = —— = —0,2353
(5) 17

i
E(10) = —1.
Observem que el valor de I'elasticitat de la demanda és de -0,2353 per a un preu

de 5€ide-1peraunpreude 10 €.

Cal que la redaccio de la resposta s’hagi fet de manera coherent, amb correccio i
claredat, emprant la notaci6 i el vocabulari matematic adequats i expressant la solucio
de manera clara.

a)

b)

Obtencidé de I'equacio de I'ingrés setmanal: 0,25 punts. Calcul de la derivada:
0,25 punts. Obtenci¢ del maxim: 0,25 punts. Justificacio de 'afirmacio que es
tracta d’'un maxim: 0,25 punts. Obtencio de la demanda associada a aquest
preu: 0,25 punts. Obtencio de l'ingrés associat a aquest preu: 0,25 punts.

Obtencidé de I'expressid que dona l'elasticitat de la demanda: 0,5 punts. Calcul
del valor de I'elasticitat de la demanda pels preus de 5 € i de 10 €: 0,25 punts,
cadascun.



2. PAU 2026 - Setembre - Série 2 - Exercici 4 (Opcio B)

OPCIO B

a) En primer lloc, hem de resoldre 'equacio f(t) = 20, és a dir,
100t 20
tZ2+4

b)

Obtenim
100t = 20(t% + 4).

Simplificant i reordenant els termes, ens queda I'equacié de segon grau
t?—-5t+4=0.

Les solucions d’aquesta equacido sént =1it = 4.

Per tant, el nombre de families inscrites als tallers és exactament 20 el primer i

el quart dia posteriors a I'inici de la campanya.

Per determinar el valor maxim de la funcid, calculem la derivada de f(t)ila
igualem a zero:
100(t? + 4) — 100t - 2t

f1®= (t2+4)2

Imposant f'(t) = 0 i simplificant el numerador, obtenim
100(t* +4 —2t*) =0,
és a dir,
100(4 — t*) = 0.

Aquesta equacidé té dues solucions: t = 2it = —2. Atés que, en el context del
problema t = 0, es descarta la solucié negativa.
Utilitzant la continuitat de la derivada, per a comprovar que t = 2 correspon a
un maxim, estudiem el signe de la derivada:
si 0 <t < 2, aleshores f'(t) > 0ila funcio és creixent;
sit > 2, aleshores f'(t) < 0i la funcié és decreixent.
Per tant, en t = 2 la funcié assoleix un maxim. Calculem ara el valor d'aquest
maxim:

100-2

f(2) = P 25.

Aixi, el nombre maxim de families inscrites és de 25 i s'assoleix el segon dia
des de l'inici de la campanya.

Hem de calcular ara el producte de la matriu de repartiment percentual pel
vector d’hores totals:

0,50 0,30 0,20 24 21,3
R-h= (0,30 0,50 0,20) . (21) = (20,7).

0,20 0,20 0,60 15 18



El vector obtingut indica el nombre total d’hores que ha dedicat cadascun dels
tres amics a la preparacio de les activitats: la primera component correspon a
la Carme; la segona, al Said, i la tercera, al Marti.

Observem, per tant, que la persona que ha dedicat més hores a la preparacio
és la Carme, amb 21,3 hores.

Criteris de correccio:

Cal que la redaccio de la resposta s’hagi fet de manera coherent, amb correccio i
claredat, emprant la notacié i el vocabulari matematic adequats i expressant la solucié
de manera clara.

a) Plantejament de l'equacido que cal resoldre: 0,25 punts. Obtencio de les dues
solucions: 0,5 punts. Calcul de la derivada: 0,25 punts. Obtencid i comprovacio de
I'extrem: 0,25 punts. Obtencio del nombre maxim de families inscrites: 0,25 punts.

b) Calcul del producte de matrius: 0,5 punts. Interpretacié del producte: 0,25 punts.
Obtencid de la persona que hi ha dedicat més hores: 0,25 punts.



3. PAU 2026 - Juny - Série 1 - Exercici 1

1.

1.

Com que f(0) = 7001 f(10) = 3.200, a l'inici té 700 seguidors i al cap de 10
setmanes en té 3.200.

Comencem calculant la derivada de la funcio
f'(t) = 30t% — 240t + 450 = 30(t? — 8t + 15).

Igualant la derivada a zero s'obtenen dues solucions, t = 3i¢ = 5. Com que la
derivada és continua per estudiar el creixement i el decreixement, només hem
d’'estudiar el signe de la derivada en aquests intervals:

(0,3) t=3 (3,5) t=5 (5,10)

Fie f'=0 f'<0 ff=0 f* )

f7 N f7

Per tant, concloem que la funcio f és creixent en els intervals (0,3) U (5,10) i
gue és decreixent en l'interval (3,5).

D’altra banda, veiem que la funcio té un maxim local al punt (3,f(3)) =
(3,1240) i un minim local al punt (5, £(5)) = (5,1200).

Un esbos de la grafica és:
35001
3000
25001

2000

1000+

5001

1.2.

A partir de la informacio obtinguda en 'apartat anterior, veiem que el video
polémic el va penjar a la setmana 3 i en aquell moment tenia 1.240 seguidors.
El video que té molt éxit el penja a la setmana 5. Clarament, el moment en
gué té més seguidors és a la setmana 10, amb 3.200 seguidors.



Cal que la redaccio¢ de la resposta s’hagi fet de manera coherent, amb correccio i
claredat, emprar la notacio i el vocabulari matematic adequats i expressar la solucio
de manera clara.

1.1. Trobar el nombre de seguidors a l'inici: 0,25 punts. Trobar el nombre de
seguidors al cap de les 10 setmanes: 0,25 punts. Calcul de la derivada: 0,25
punts. Calcul dels extrems locals: 0,25 punts. Obtenci¢ dels intervals de
creixement i decreixement: 0,25 punts. Esbods de la grafica de la funcio: 0,25
punts.

1.2. Obtencio de la setmana en qué penja el video polémic: 0,25 punts. Obtencio
del nombre de seguidors que té en aquell moment: 0,25 punts. Obtencio de la
setmana en qué penja el video que té molt d’éxit: 0,25 punts. Obtencio del
moment en qué té més sequidors: 0,25 punts.



4. PAU 2026 - Juny - Série 5 - Exercici 4 (Opcié B)

OPCIO B

4.1.

4.2.

Calculem les funcions derivades per trobar els punts on s'assoleixen el maxim
de beneficis de cada un dels dos productes

p'(x)=3—-2x
4
b'(?C) = —gx +2

Igualant aquestes derivades a 0, trobarem els candidats a maxim, que son
p'(x) =0 x=15
b(x)=0ex=25

Observem que en aquests punts hi ha un maxim perqué si mirem el signe de
les derivades la primera passa de ser positiva a negativaenx = 1,51 el
mateix passa amb la segona en x = 2,5. Per tant les funcions passen de ser
creixents a ser decreixents en aquests punts i, per tant, hi ha un maxim.

Per tant, amb els paraiglies plegables s'assoleix el maxim de beneficis amb
menys paraiglies. Caldra fabricar 150 paraiglies plegables i 250 de basto.

Ara estudiem quin és el valor maxim per les dues funcions, i obtenim
p(1,5) = 2,25
b(2,5) =2,5

Per tant, encara que els paraiglies plegables assoleixin el maxim de beneficis
amb menys quantitat de paraigles, els beneficis obtinguts amb els paraiglues
basto és superior. Concretament obtenim un benefici de 2250 euros amb els

paraigiles plegables i un benefici de 2500 euros amb els paraigles basto.

Considerem els esdeveniments
T =el paraigua és de tela recoberta de teflo,
| =el paraigua és de tela impregnada i

D =la tela del paraigua és defectuosa i no protegeix de la pluja.

60
60480
paraigies de tefld i 80 de tela impregnada entre els dos lots i, de la mateixa
4

manera, P(I) = -

Per les dades de I'enunciat sabem que P(T) = % , perqué tenim 60



També sabem que P(D|T) = 0.02 (perqué el 98% de paraigles de tefld
aguanten bé la pluja) i que P(D|I) = 0.05.

Pel la formula de Bayes sabem que la probabilitat demanada es pot calcular
de la seglent manera

P(DIT) - P(T)

P(T|D) = 70

Ens falta saber la probabilitat del denominador perd per la férmula de les
probabilitats totals (o fent un diagrama d’arbre) obtenim que

P(D) = P(D|T)- P(T) + P(D|I) - P(I)

Es a dir,
3 4
P(D) = 0,02 'z + 0,05 = 0,0371.
Per tant,
0,02 %
P(T|D) = 0,037 0,2310.

Es a dir, la probabilitat de que el paraigua defectuds que hem agafat sigui de
tela recoberta de tefld és de 0,231.

Criteris de correccio:

Cal que la redaccio de la resposta s’hagi fet de manera coherent, amb correccio i
claredat, emprant la notaci6 i el vocabulari matematic adequats i expressant la solucié
de manera clara. Si no és el cas es pot descomptar fins a un maxim de 0,25 punts.

4.1 Calcul de les derivades: 0,25 punts. Obtencié dels punts on s’assoleixen els maxims:
0,25 punts. Justificacié de que es tracta de maxims: 0,25 punts. Resposta correcta
a la primera pregunta: 0,25 punts. Resposta correcta a la segona pregunta: 0,25
punts.

4.2 Assignacié correcta d’esdeveniments: 0.25 punts. Calcul de la probabilitat que el
paraigua sigui defectuds: 0,5 punts. Calcul de la probabilitat demanada: 0.5 punts.



5. PAU 2025 - Juny - Série 1 - Exercici 2

2.

a)

En primer lloc, hem de calcular el valor de la inversio a l'inici del dia, és a dir,
quan x = 0. Observem que f(0) = 250; per tant, el valor inicial és de 250 euros.
Al final del dia, quan x = 24 el valor de la inversi6 és de f(24) = 1978 euros. Per
tant, durant el dia ha tingut un benefici de 1978 — 250 = 1728 euros.

Per saber en quin instant del dia s’assoleix el valor maxim, comencem calculant
la derivada de la funcid

f'(x) = x* — 35x + 300

35+v25

Si igualem la derivada a zero obtenim x = ; s a dir, tenim dues solucions

x =15ix = 20. Per veure si sén maxims o minims relatius, podem estudiar el
signe de la derivada. Veiem que

e f'(x) >0 per0 < x < 15; per tant, aqui la funcioé és creixent.
e f'(x) <0per15 < x < 20; per tant, aqui la funcié és decreixent.
e f'(x) >0 per20 <x < 24; per tant, aqui la funcio és creixent.

Obtenim, per tant, que la funcié té un maxim relatiu en x = 15 i un minim relatiu
en x = 20.

L’instant en qué la inversid assolira el valor maxim és el maxim absolut de la
funcid f(x) en el domini en que esta definida x € [0,24]. A partir dels intervals
de creixement i decreixement que hem obtingut, aquest maxim absolut només
es podra assolir o bé en el maxim relatiu x = 15 o bé en I'extrem superior de
l'interval de definicio x = 24.

Observem que f(15) = 1937,5; per tant, l'instant en qué s’assoleix el maxim és
al final del dia i aquest valor maxim és de f(24) = 1978 euros.

Per saber l'instant en qué el valor de la inversié ha estat minim, a partir de I'estudi
que hem fet dels intervals de creixement i decreixement de la funcié, hem de
comprovar el valor de la inversié en l'instant en qué s’assoleix el minim relatiu i
en l'instant inicial. Observem que en x = 20 el valor de la inversi6 és de f(20) =
1916,67 euros.

Per tant, el minim absolut s’assoleix en l'instant inicial f(0) = 250 euros, i, en
particular, no hi ha cap instant en que el valor de la inversié hagi estat negatiu.

10



Criteris de correccio:

Cal que la redacci6 de la resposta s’hagi fet de manera coherent, amb correccid i
claredat, emprant la notaci6 i el vocabulari matematic adequats i expressant la solucié
de manera clara.

a) Obtencid del valor inicial: 0,25 punts. Calcul dels beneficis al llarg del dia: 0,25
punts. Galcul de la derivada: 0,25 punts. Trobar els punts on s'assoleixen els
extrems relatius: 0,25 punts. Obtencié del maxim absolut i del valor maxim: 0,5
punts.

b) Obtencié del minim absolut i del valor minim: 0,5 punts. Justificar que en cap
moment la inversié ha estat negativa: 0,5 punts.

1"



6. PAU 2024 - Setembre - Série 3 - Exercici 1

1.

a)

Primer, ens demanen el valor de la funcié el dia 45:
B(45) = —2.325, per tant aquest dia 'empresa té unes pérdues de 2.325 euros.

Hem de saber ara quins dies I'empresa ha tingut uns beneficis de 4000 euros.
Per tant, hem de trobar els valors de x per als quals

B(x) = 4000 - —x? 4+ 260x — 12000 = 4000 — x? — 260x + 16000 = 0

‘= 26043600
- 2

que té dues solucions, x = 100 i x = 160. Per tant, els dies 100 i 160 ha tingut
un benefici de 4000 €.

Per trobar el maxim, comencem calculant la derivada de la funcié que ens dona
els beneficis

B'(x) = —2x + 260

Igualant-la a zero, trobem un extrem relatiu en x = 130. Observem que en aquest
punt hi ha un maxim perqué la funcié B’(x) és positiva per a valors inferiors a
x = 130 i, per tant, la funcié B(x) és creixent, i B’(x) és negativa per a valors
superiors a x = 130 i, per tant, B(x) és decreixent.

Els beneficis aquest dia seran de B(130) = 4900 euros.

Per tant, el dia 130 I'empresa té el benefici maxim i aquest benefici és de 4900
euros.

Sabem que I'empresa no té perdues si B(x) = 0. Si resolem 'equacié B(x) = 0
obtenim

260 + /19600

—x%24+260x —12000=0 - x = 5

que té per solucions x = 60 i x = 200. Observem, substituint en un punt intermedi
com, per exemple, el valor en x = 130 que ja hem calculat abans, que la parabola
és positiva entre aquests dos valors. Per tant, 'empresa no ha tingut pérdues
entre els dies 60 i 200.

Criteris de correccio:

a)

Trobar les pérdues del dia 45: 0,5 punts. Trobar els dos dies que el benefici ha
estat de 4.000 euros: 0,5 punts.

Calcular la derivada: 0,25 punts. Trobar el punt critic: 0,25 punts. Justificar que
es tracta d'un maxim: 0,25 punts. Calcular el benefici maxim: 0,25 punts.
Calcular l'interval de dies entre els quals I'empresa no ha tingut pérdues: 0,5
punts.

12



7. PAU 2024 - Juny - Série 1 - Exercici 1

1.

a)

La tarifa de la companyia A segueix la funcié f(x) = 0,4x + 20. Mentre que la
tarifa de la companyia B és g(x) = 0,01x2 + 0,1x + 10.

Per trobar el preu de les tarifes si fem un recorregut de 10 o de 80 km, només
hem de substituir:

F(10) =24,  g(10) = 12.

Per tant, si fem un recorregut de 10 km la tarifa de la companyia A ens surt 12
euros mes cara que la de la companyia B. D’altra banda,

f(80) =52,  g(80) = 82.

En aquest cas la tarifa de la companyia A és 30 euros més economica que la
tarifa de la companyia B.

Si substituim x = 0 a la tarifa de la companyia B, observem que g(0) = 10, per
tant, efectivament hi ha un cost fix de 10 euros només pel sol fet de pujar al taxi.
b)

Per trobar el valor per al qual les dues tarifes coincideixen, hem de resoldre
I'equacio:

0,4x + 20 = 0,01x? + 0,1x + 10
x% —30x — 1000 = 0 que té per solucions x = 50 i x = —20.

Descartem la segona solucié perqué no té sentit en el context del problema i
obtenim que per a una distancia de x = 50 km les dues tarifes coincideixen.

Per a distancies entre 0 i 50 km observem que la segona tarifa és inferior a la
primera. La diferéncia de preu entre totes dues tarifes si x € [0,50) vindra donada
per la funcié:

D(x) = 0,4x + 20 — (0,01x? + 0,1x + 10) = —0,01x* + 0,3x + 10.

Per trobar el maxim, calculem la derivada
D'(x) =—0,02x + 0,3,
la igualem a zero i obtenim x = 15.

Observem que es tracta d’'un maxim perguée la derivada és positiva per a valors
inferiors a x = 15, i per tant, la diferéncia de preu és creixent, mentre que és
negativa per a valors superiors a x = 15 i, per tant, la funcié D(x) és decreixent.

Quan x = 15 la diferéncia de preu entre una tarifa i I'altra és de D(15) = 12,25
euros.



a) Trobar les tarifes de les dues companyies si fem un recorregut de 10 km: 0,25
punts. Trobar les tarifes de les dues companyies per al recorregut de 80 km: 0,25
punts. Calcular la diferéncia en els dos casos: 0,25 punts. Calcular el cost fix de la
tarifa de la companyia B: 0,25 punts.

b) Calcular el valor per al qual les dues tarifes coincideixen: 0,5 punts. Trobar la funcié
gue ens dona la diferencia entre les dues tarifes: 0,25 punts. Trobar el valor per al qual
s'assoleix el maxim: 0,25 punts. Justificar que es tracta d’'un maxim: 0,25 punts. Trobar
el valor de la diferéncia maxima de tarifes per a distancies inferiors a 50 km: 0,25
punts.

14



8. PAU 2023 - Setembre - Série 2 - Exercici 2
2.

a) Els beneficis de 'empresa venen donats per la diferéncia entre els ingressos
per les vendes i les despeses de produccio:

f(x) = 35000x — (x2 + 34880x + 1100) = —x? + 120x — 1100

Per saber quan la fabrica no té perdues hem de resoldre la inequacid
seguent:

—x%+120x — 1100 = 0

30001

2000

10001

0 20 40 60 80 100 120
X

Comencem resolent I'equacié —x? + 120x — 1100 = 0, que té per solucions
x =10ix = 110. Com que es tracta d'una parabola amb el coeficient
principal negatiu, la solucié de la inequacié és x € [10,110].

Per tant la produccié ha d’'estar entre 10 i 110 vehicles, ambdés inclosos,
per tal de no tenir perdues.

b) Per a obtenir el maxim igualem a zero la derivada de la funcié que ens dona els
beneficis:

f'(x) =-2x+120

—2x+120=0
x =60
Per tal de justificar que es tracta d'un maxim podem fer servir la taula de
monotonia:
[0,60) 60 (60,110]
f'(x) Positiu Zero Negatiu
fix) Creixent Maxim | Decreixent

Per tant, cal fabricar 60 vehicles i el benefici obtingut sera de f(60) = 2500

euros.



a) Trobar la funcio que dona els beneficis: 0,5 punts. Resoldre I'equacid: 0,5 punts.
Justificar que la soluci¢ esta entre 10 i 100: 0,25 punts.

b) Calcular la derivada: 0,5 punts. Trobar el punt critic: 0,25 punts. Justificar que es
tracta d’'un maxim: 0,25 punts. Calcular el benefici maxim: 0,25 punts.

9. PAU 2023 - Setembre - Série 2 - Exercici 4

4.

a)

Per saber el nombre d'infectats les setmanes 1i 2 hem de calcular:

f@) = 1_320+4 = 10 milers d’infectats i

f(2) = :?:4 = 15 milers d’infectats.

Per saber qué passara a llarg termini hem de calcular el limit

30¢ 30t

lim ——= lim — =0
totoot? — 2t +4  to+oo t2

Per tant, a llarg termini, la infeccié desapareixera.

Per trobar on s’assoleix el maxim comencem calculant la derivada de la funcié

, 120 — 30t2

') =—=——77r3
(t2—-2t+4)

Si la igualem a zero obtenim com a possibles extrems t = —2 (que no té sentit
en el context del problema, jaquet > 0)it = 2.
Com que f'(1) > 0, f'(3) < 0 deduim que el maxim nombre de malalts s’obté
guan han passat dues setmanes. Es un maxim absolut ja que la funcio creix fins
at = 2 idecreix a partir d'aquest valor.

El nombre d'infectats aquella setmana és de f(2) = 15 milers de persones.

a) Calcul del nombre d’'infectats la primera i segona setmanes: 0,25 punts cadascun.
Calcul del limit: 0,5 punts

b) Calcul de la derivada: 0,5 punts. Obtencioé del punt on s’assoleix el maxim: 0,5
punts. Justificacio que es tracta d’'un maxim: 0,25 punts. Calcul del nombre d’infectats
aquella setmana: 0,25 punts.

16



10. PAU 2023 - Juny - Série 1 - Exercici 5

5.

a) Comencem calculant els quilos de menjar que es van gastar els dos dilluns:

(1) =10 Pl 91 0)= 350 275 a5
FO=10{mg+— m 5 H10)= g = = 087 ks

(8) = 10 8,38 28 10) = sok
F®=10\~gt—— *10)= ke

Ara hem de trobar quin dia es van gastar 100 kg de menjar:

3 2 3 2
10(->+2-Z+10)=100 » -S4+ -Z410=10
8 2 2 8 2 2

L 0 t3+12t*-36 0
R L=

- —t(t?=12t+36)=0 > —t(t—6)> =0 - t=0it=6

Com que t = 0 no és del domini d’aquesta funcio, la solucio6 és t = 6, és a dir, el
dissabte es van gastar 100 kg de menjar.

b) Per buscar els extrems relatius de f(t), cal igualar a zero la derivada:

2

3t 9
f’(t)=10(—?+3t — 5):0 —-3t2—-24t+36=0 - t?—-8t+12=0 —

(t—6)-(t—2)=0 -t= 6it=2

Ara cal comprovar quin és el maxim i quin és el minim:

1 (1,2) 2 (2, 6) 6 (6, 8) 8

(@) - 0 + 0 -

f(t) | 68,75Kkg | Decreix. Minim Creix. Maxim Decreix. | 60 kg

(2, 60) (6, 100)

23 322 92
f@=10(-2+Z-22410) = 60 kg.
Els dies que la despesa en menjar va ser més petita sén el dia 2 (dimarts) i el dia 8
(dilluns de l'altra setmana), amb 60 kg, i el dia que es va gastar més menjar va ser el dia
6 (dissabte), amb 100 kg.

Criteris de correccio:
a) 0,25 punts per cada imatge i 0,5 punts per I'antimatge.

b) 0,5 punts per la derivada; 0,25 punts pel calcul dels extrems relatius; 0,5 punts per
estudiar de quin tipus sén els extrems relatius i 0,25 punts per observar que ent = 8
també s’assoleix el minim.
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11. PAU 2023 - Juny - Série 5 - Exercici 1

1.

a) Lafuncid f ésracional i per tant és continua en tots els reals llevat dels punts on
. 1
s’anul-la el denominador, en aquest cas x = _— Com que aquest punt no pertany

al domini de la funcié podem afirmar que la funcié f és continua en tot el seu
domini.
Per calcular la taxa de variacié mitjana fem servir la férmula

TVM,[0,1] = L@ 12 _g
1-0 1

Finalment per respondre la darrera pregunta cal calcular

. 12+4+8x 8

L e R

Aixd ens indica que a mida que passin els mesos les vendes mensuals tendiran cap
a 2 milions de litres.

b) Per comprovar que és decreixent en tot el seu domini hem de calcular la funcio
derivada. Sabem que la funcié és derivable en tot el seu domini perqué és una
funcid racional continua en tot el seu domini.

F100) = 8(4x +1) —4(12 + 8x) _ —40
(4x + 1)? (4x + 1)?

Com que el denominador és positiu per a qualsevol valor x del dominii el

numerador és negatiu, la derivada sera negativa en tot el domini de la funcié f i,

per tant, aquesta funcio és decreixent en tot el seu domini.

Calculem ara I'equacio de la recta tangent en x = 1. Hem d’aplicar la férmula

y=fW=fMx-1

és a dir,
8
y—4=-z(x—1)

i, per tant, la recta tangent és

_ 8 28
Y=75* "3

a) Argumentacioé de que la funcié és continua en tot el seu domini: 0,25 p. Calcul
de la TVM: 0,5p. Calcul del limit: 0,5 p.

b) Calcul de la derivada: 0,5p. Justificacié de que la funci6 és decreixent en tot el
seu domini: 0,25 p. Calcul de la recta tangent: 0,5p.




12. PAU 2023 - Juny - Série 5 - Exercici 4

4,

a)

En el moment d’obrir I'empresa C(0) = 10, per tant el cost de la neteja de
I'empresa en el moment d’obrir era de 10 centenars d’euros, és a dir, 1000 euros.
Quan t = 10 observem que la funcié és continua i que tant per I'esquerra com per
la dreta obtenim que el cost de la neteja de les instal-lacions als 10 anys és de 20
centenars d’euros, és a dir, de 2000 euros:

102
c(10) :ﬁ-l_ 10 = 20.
Mentre que el limit quan t tendeix a 10 per la dreta és

o 2

g o W04 50

Pel que fa als 20 anys obtenim
_ 2

€(20) = 28 -2 = 10

i, per tant, el cost de la neteja de I'empresa als 20 anys de funcionament fou de 10
centenars d’euros, és a dir, 1000 euros.

Observem que es tracta d’una funcid definida a trossos. En l'interval [0,10] es tracta
d’una parabola creixent en I'interval [0,10] atés que el coeficient del terme de segon
grau és positiu i que té el minim en el punt d’abscissa 0.

En I'interval [10,20] la funcio assoleix el maxim en el seu vertex, M = (14,28), ates
gue és una parabola amb el coeficient del terme de segon grau negatiu.

Per saber en quin moment el cost de la neteja de I'empresa va ser maxim podem
utilitzar la grafic de la funcié. Veiem que el cost de la neteja va ser maxim en el catorzé
any i aquest cost maxim va ser de 28 centenars d’euros, és a dir, 2800 euros.

Criteris de correccio:

a) Calcul de C(0): 0,25 p., de C(10) i comprovar que és continua en aquest punt:

0,5 p. i de C(20): 0,25 p. Expressar correctament el cost (en euros o en
centenars d’euros): 0,25 p.

b) Obtencié de la grafica: 0,75 p. Calcul del maxim: 0,5 p.
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13. PAU 2023 - Juny - Série 5 - Exercici 6

6.

a)

Tenint en compte que la baldufa es dissenya tombada, per calcular I'algaria sols cal
trobar la distancia entre els dos punts de tall a I'eix d’abscisses. Per tant, hem de
resoldre I'equacio:

—x*+2x*=0
Traient factor comu veiem queé x*(—x + 2) = 0 i veiem que x = 0 és una arrel
dobleix = 2 unasimple, amb la qual cosa podem constatar que esta imprimint
una petita baldufa de 2 cm d’algaria.

Per calcular I'amplaria hem de trobar els extrems relatius. Comencem calculant la
derivada
f(x) = —3x* + 4x
La igualem a zero i traient factor comu. Tenim que
x(=3x+4)=0
|, per tant, obtenim les arrels x = 0, que correspon a I'arrel doble de la funcio, i
x= gque correspon a un extrem relatiu, I'ordenada d’aquest extrem sera

o= ol -2

I, per tant I'amplaria de la baldufa és de

32_64 ..
2727 T

a) Calcul dels punts de tall: 0,5 p. Calcul de l'algaria: 0,5 p.

b) Calcul de la derivada: 0,5p. Calcul de 'ordenada del punt on s’obté el maxim:
0,5 p. Calcul de 'amplaria: 0,5 p.
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14. PAU 2022 - Setembre - Série 3 - Exercici 3

3.

a)

Per saber quantes persones aniran a veure I'exposicio la primera setmana hem

240-1
de calcular f(1) = ;———

vagin 80 - 10 = 800 persones (recordeu que la funcié és expressada en
desenes de persones).

= 80. Per tant, la primera setmana es preveu que hi

La taxa de variacié mitjana entre les setmanes 1 i 4 és donada per:

TVM,[1,4] = LBTD 8090 _

4-1 3

Aquesta taxa ens dona zero, perqué tant a la primera setmana com a la quarta
s’espera el mateix nombre de visitants.

Busquem el maxim de la funci6. Per fer-ho, calculem la derivada i la igualem a
zero:

240 - (x? — 2x + 4) — 240x - (2x —2) _ —240x% + 960
(x2 — 2x + 4)? (k2 —2x+4)?7

flx) =

Quan igualem a zero la derivada veiem que s'anul-laenelspunts x =2 ix =
—2. Descartem la soluci6 negativa, perqué no té sentit en el context del
problema, i observem que en x = 2 hi ha un maxim, ja que abans del punt x =
2 la derivada és positiva i després del punt x = 2 |la derivada és negativa.

Per tant, el maxim de visitants setmanals s’assolira durant la segona setmana.

Per saber el nombre de visitants durant la segona setmana, calculem la imatge
de 2:

240 -2

Per tant, durant la segona setmana el nombre de visitants previst és de 120 -
10 = 1.200 persones.

Criteris de correccid: a) Calcul del nombre de visitants de la primera setmana: 0,5
punts. Calcul de la TVM: 0,5 punts. b) Calcul de la derivada: 0,5 punts. Calcul del punt
on es troba el maxim: 0,5 punts. Justificacio que es tracta d’'un maxim: 0,25 punts.
Calcul del nombre de visitants: 0,25 punts.
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15. PAU 2022 - Setembre - Série 3 - Exercici 6

6.

a) Segons I'enunciat, la funcio f(x) verifica que f(0) = —2.000, f'(10) = 01
£'(20) = 0.
D’altra banda, f’ (x) = 3x2 + 2ax + b. Per tant, les equacions que s’han de
verificar son:

f(0)= —2.000 = ¢ = —2.000
Fr10)=0 = 300+ 20a+b = 0
F'(200=0 = 1.200 + 40a + b = 0

Aixi, tenim que:

300 + 20a = 1.200 + 40a = —-900 = 20a = a = —45

I, també, que: b = —300- 20 - (—45) = 600.

b) A l'apartat anterior hem obtingut que la funcié que preveu els beneficis que
s'obtindran és f (x) = x3- 45x2 + 600x - 2.000.

(30, 2500)

2000

1000
(10,500)

1 o] 10 20 30

-1000

-2000§

El millor dia per vendre les accions sera el valor on s'assoleix el maxim absolut
d’aquesta funcio definida en l'interval (0, 30).

Aquest valor s’assolira o bé quan x = 10 (maxim relatiu) o bé en els extrems de
l'interval de definicid. Observem que:

£(10) = 500 €
£(0) = —2.000 €
£(30) = 2.500 €

Per tant, el millor dia per vendre les accions sera el trenté dia i obtindra uns beneficis
de 2.500 euros.

Criteris de correcci6: a) Calcul dels parametres a, b i ¢: 0,5 punts cadascun. b)
Obtenci6 del maxim absolut de manera justificada: 0,75 punts. Obtenci6 dels beneficis
maxims: 0,25 punts.
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16. PAU 2022 - Juny - Série 2 - Exercici 2

2.

a)

b)

[1,25 punts]

La funcio f té com a grafica una parabola que pren el valor maxim al vértex, ja
que el coeficient de x? és negatiu. Per trobar l'interval de temperatures entre les
quals es produeix fruita només cal trobar els zeros de I'equacio:

—x2+46x—-360=0

La férmula de I'equacio de segon grau ens dona com a solucions x = 10 i x =
36, és a dir, que el rang de temperatures entre les quals es produeix fruita és
(10, 36).

Si es mantingués I'hivernacle a 20 graus, s’obtindrien anualment f(20) = 160
centenars de quilograms per hectarea i any. Per tant, els ingressos per hectarea
serien de 16.000 - 1,2 = 19.200 euros.

[1,25 punts]

Per trobar la produccié maxima, ens cal trobar el maxim de la funcié anterior.
Podem fer-ho calculant el vertex, o bé amb la funcié derivada f'(x) = —2x + 46.
Els candidats a extrems de la funcié es produeixen quan f'(x) = 0, per tant,
quan x = 23. En aquest cas verifiquem facilment que f'(x) > 0 quan x < 23 i
que f'(x) < 0 quan x > 23 i, per tant, en el punt (23, f(23)) = (23,169) la funci6
assoleix un maxim. Aixi doncs, la temperatura que maximitza la producci6 son 23
graus centigrads, i en aquest cas es produeixen 16.900 quilograms per hectarea.
Els ingressos per hectarea sén de 16.900 - 1,2 = 20.280 euros.

Criteris de correccid: a) Obtencio del rang de temperatures: 0,75 p. Obtencio de
la produccioé a 20 graus: 0,25 p. Obtencié dels ingressos a aquesta temperatura:
0,25 p. b) Obtencid del punt on s’assoleix el maxim: 0,5 p. Justificacié que es
tracta d’'un maxim: 0,25 p. Obtencid de la produccié a aquesta temperatura: 0,25
p. Obtencio dels ingressos a aguesta temperatura: 0,25 p.
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17. PAU 2022 - Juny - Série 2 - Exercici 4

4,
a)
[1,25 punts]
A linstant inicial la poblacio és de 6 centenars, per tant, P(0) = 6:
12-0 €
St oran
Per tant, obtenim que a = 6.
D’altra banda, sabem que el maxim de la poblacié s’assoleix a l'instant t = 2, per
tant, P'(2) = 0. Calculem la derivada:
PI(t) = 12:(t* £ b)—12¢: 20 —12t° +12h
B (t2 + b)? ~ (t?+b)?
Imposem que P'(2) = 0:
—L22° - U2H
(22+hb)2
D’aqui obtenim que —48 + 12b = 0 i, per tant, b = 4.
Aixi, per tal que es compleixin les condicions del problema cal que a = 6i b = 4.
D’altra banda, observem que amb aquests valors dels parametres efectivament
en t = 2 hi ha un maxim perqué la derivada és positiva en l'interval [0,2) i
negativaperat > 2.
b)

[1,25 punts]

La poblacio obté el seu maxim a l'instant t = 2:

12 -2
P(2) =6+

=9
224+ 4

Per tant, la poblacié maxima és de 9 centenars de bacteris.
Calculem ara el limit per obtenir la poblacié a llarg termini:

_ _ 12t

Criteris de correcci6: a) Obtencié del valor de a: 0,5 p. Calcul de la derivada: 0, 5
p. Obtencio del valor de b: 0,25 p. b) Obtenci6 de la poblacié maxima: 0,5 p.
Obtenci6 del limit: 0,75 p.
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18. PAU 2022 - Juny - Série 2 - Exercici 6

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

19. PAU 2022 - Juny - Série 5 - Exercici 1

1.

a)
[1,25 punts]

Si realitzem el producte de la funcié obtenim que f(t) = —t? + 50t + 1875. Calculem
la primera derivada f'(t) = —2t + 50. Siigualem la primera derivada a 0 obtenim que
hi ha un possible extrem relatiu en t = 25. Observem que la derivada f'(t) és positiva
per valors de t inferiors a t = 25 i és negativa per valors de t més grans. Per tant f(t)
creix a l'interval (—co, 25) i decreix a l'interval (25, +o0). Aix0 vol dir que en t = 25 té un
maxim relatiu i el seu valor és f(25) = 2.500. Al cap de 25 mesos assoleix el seu valor
maxim i aquest valor és de 2.500 euros.

b)
[1,25 punts]

Per trobar l'instant t en el que el producte val 475 euros hem de resoldre I'equacio
f(t) =475. Obtenim —t% + 50t + 1.875 = 475, és a dir,
—t? + 50t + 1.400 = 0.

Si resolem aquesta equacio de segon grau obtenim t = —20, que no té sentit en el
nostre context i t = 70. Per tant es deixara de comercialitzar al cap de 70 mesos.

Criteris de correccié: a) Calcul de la derivada: 0,25 p. Obtencié dels intervals: 0,25 p.
Obtencié del punt on s’assoleix el maxim: 0,25 p. Justificacio de que es tracta d'un
maxim: 0,25p. Valor del producte en el maxim: 0,25 p. b) Plantejament: 0,5 p.
Resolucio: 0,5 p. Obtencié del punt en qué s'assoleixen els 475 euros: 0,25 p.

25



20. PAU 2022 - Juny - Série 5 - Exercici 5

5.

a)
[0,75 punts]

Els ingressos venen donats per la funcié I(x) = 58 x (en milers d’euros). Per tant la
funcié que dona els beneficis mensuals en funcié de les unitats produides sera:

B(x) = 1(x) — C(x) =58 x — (5x? — 64x + 4.704)= —x? + 122 x — 4.704.

b)
[1 punt]

Resolent I'equacio —%xz + 122 x — 4.704 = 0 determinem que la funcié B(x) és

positiva, i per tant I'empresa no tindra pérdues, quan el nombre d’unitats produides
estigui dins l'interval [48,196].

Ara hem de trobar el maxim de B(x), que és un polinomi i per tant una funcié continua
i derivable a tot el seu domini [0, o). Derivant obtenim B'(x) = —x + 122, iigualant la
derivada a zero s’obté com a solucié x = 122. Podem comprovar facilment que és un
maxim absolut ja que B'(x) > 0 quan x € [0,122) i B'(x) < 0 quan x > 122. En el punt
on s’assoleix el maxim el benefici obtingut és de B(122) = 2.738 milers d’euros.
c)

[0,75 punts]

Denotem per a el nou preu de venta en milers d’euros. La nova funcio de beneficis
sera

F(x) = I(x) = C(x) = ax — (X% — 64x +4.704)= —>x% + (64 + a) x — 4.704.

Observem que és una parabola i que el maxim s’assolira en el seu vértex. Aplicant la
formula del vértex de la parabola obtenim I'equacio
—(64+a)
— =
2:(-2)
Es a dir, 64 + a = 130 i per tant cal que a = 66. El nou preu de venda haura de ser per
tant de 66.000 euros.

130

Criteris de correcci6: a) Obtencioé de la funcié de beneficis: 0,75 p. b) Obtencié de
I'interval per no tenir pérdues: 0,25p. Obtencid del valor pel qual s’obté el benefici
maxim: 0,25p. Justificacié de que es tracta d'un maxim: 0,25 p. Obtencid del benefici
maxim: 0,25 p. ¢) Plantejament: 0,25 p. Obtencié del nou preu de venda: 0,75 p.
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21. PAU 2022 - Juny - Série 5 - Exercici 6

6.

a)
[1,25 punts]
Comencem calculant la derivada f'(x) = 3e3*. Per tant, el pendent en el punt
d’'abscissa x = 0 sera f'(0) = 3.
b)
[1,25 punts]

Quan x = 0, la funcio pren el valor f(0) = e° = 1. Per tant, hem de calcular la recta
tangent en el punt (0,1). Sabem que el pendent és m = 3. Per tant la recta és de la
forma y = 3x + n. Per trobar el valor de la constant n utilitzem que ha de passar pel
punt (0,1). Pertant1 =3 -0+ n, és a dir, n=1.

Aixi doncs la recta tangent que estavem buscant és y = 3x + 1.
Criteris de correccio: a) Calcul de la derivada: 0,5 p. Obtencié del pendent: 0,75 p. b)

Calcul del valor de 'ordenada en el punt d’abscissa x=0: 0,5 p. Obtencié de la recta
tangent: 0,75 p.
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22. PAU 2021 - Setembre - Série 1 - Exercici 4

4,

a) En el moment inicial tenia C(0) =3 —i =2 2,8 milers de clients. Al cap d’'un

5
any tindra (1) =3 — L -5 2,5 milers de clients.

1-4+45 2

b) Observem que la funcio C(t) esta definida per tot valor real t (ja que el
denominador t? — 4t + 5 no s’anul-la mai) ique, per la naturalesa del problema,
té sentit per a tot t > 0. Calculem la derivada :

' _ 2t—4 - : 2t—4
c'(t) = Coatrae Si igualem la derivada a zero, oAty

t = 2, que correspon a l'instant en el qual hi ha una quantitat de clients de
G(3) =38 —~—o

4-8+5

= 0, obtenim que

= 2 milers.

Es facil veure qué aquest valor correspon a un minim observant que la derivada
canvia de signe ent = 2, passant de negativa a positiva. Per tant, desprées de 2
anys 'empresa tindra 2.000 clients i comengara a remuntar.

c) Hem de resoldre I'equacio

1 14

t2_4t+5 5

Tenim que
F P I
5 t2-4t+5’
obtenim les solucions t = 0 que correspon a l'instant en qué s’inicia I'estudi i

t = 4 que representa el moment en qué tornen a tenir els 2.800 clients de l'inici
de l'estudi. Per tant, hauran de passar 4 anys per tenir de nou el mateix nombre

de clients.

per tant, t? — 4t + 5 = 5, i simplificant obtenim t? — 4t = 0, d’'on

Criteris de correccié: a) Nombre de clients inicials: 0,25 p. Nombre de clients al cap
d'un any: 0,25 p. b) Calcul de la derivada: 0,5 punts. Calcul del valor pel qual s’obte el
minim i comprovacié que es tracta d'un minim: 0,25 p. Calcul del nombre minim de
clients: 0,25 p. ¢) Plantejament de I'equacié: 0,25 p. Calculs: 0,5 p. Obtencié de la
solucio final: 0,25 p.
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23. PAU 2021 - Setembre - Série 1 - Exercici 5

5.

a) El benefici obtingut si les caixes es venen a 6 euros és de B(6) = —62+16-6 —
55 = —36 + 96 — 55 = 5 milers d’euros.

Els valors per als quals hi haura beneficis son els valors de x per als quals
B(x) > 0. Hem de resoldre, per tant, la inequacié —x? + 16x — 55 > 0.

—-16+V16%2—4.55 16+6
= — =—— Que

té per solucions x = 11 i x = 5. Observem que B(x) > 0 si x € (5,11). Per tant,
per qué I'empresa tingui beneficis, cal que el preu de la caixa estigui entre 5i 11
euros.

Comencem resolent I'equacié —x? + 16x — 55 = 0. x

b) Siderivem la funcié obtenim B’(x) = —2x + 16. Igualant a zero obtenim que hi ha
un extrem relatiu en x = 8. Es tracta d’'un maxim perqué la derivada és positiva
per a valors de x < 8 i, per tant, la funci6 és creixent, mentre que és negativa per
a valors de x > 8 i, per tant, la funcié és decreixent.

Per tant, 'empresa obté el benefici maxim si ven cada caixa a 8 euros i el
benefici que obté és de B(8) = —8% + 16 - 8 — 55 = 9 milers d'euros.

Criteris de correcci6: a) Beneficis si la caixa es ven a 6 euros: 0,5 p. Plantejament de la
inequacié perqué hi hagi beneficis: 0,25 p. Resolucio de la inequacié i obtencio dels
punts entre els quals ha de prendre valors la x: 0,5 p. b) Calcul de la derivada: 0,5 p.
Obtencio del punt en el qual s’assoleix el maxim: 0,25 p. Comprovacio que es tracta
d’'un maxim: 0,25 p. Obtencio del benefici maxim: 0,25 p.
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24. PAU 2021 - Setembre - Série 1 - Exercici 6

6.

a) Calculem la funci6 derivada: f'(x) = 3px* —8x + 7p. Perqué les rectes siguin
paral-leles cal que tinguin el mateix pendent. D’'una banda, el pendent de la recta
tangent en el punt d'abscissa x =1 és (1) = 3p — 8 + 7p = 10p — 8. D’altra
banda, el pendent de la recta tangent en el punt d'abscissa x = 3 és f'(3) =
27p — 24 + 7p = 34p — 24.

Si igualem les expressions dels dos pendents obtenim 10p — 8 = 34p — 24 i
obtenim que, perqué siguin iguals, cal que p = % .

b) L'equacio tangent és de la forma:
Y= Yo = M(X = X,)
L’ordenada corresponent al punt d'abscissa x, = 3 és
Vo=f(3)=2-33-4-324+7-2-3-18 =42
El pendent ve donat per
m=f(3)=3-2-32-8-3+7-2=44
I, per tant, 'equacio de la recta tangent que busquem és y — 42 = 44(x — 3), és

a dir, y = 44x — 90.

Criteris de correccio: a) Calcul de la derivada: 0,25 p. Calcul dels pendents: 0,25 p.
cadascun. Plantejament de la igualtat de pendents: 0,25 p. Obtencié del valor de p:
0,25 p. b) Plantejament de la recta tangent: 0,25 p. Calcul de I'ordenada: 0,25 p. Calcul
del pendent: 0,25 p. Obtenci6 de la recta tangent: 0,5 p.
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25. PAU 2021 - Juny - Série 2 - Exercici 1

L

a) Volem resoldre la inequacié f(x) = 0. Resolem primer I'equacié f(x) = 0.
Obtenim:

_ —5+/52-4(-0,2)(-20) -5+3 {x _5
x= 2(=0,2) T 04 =20

Per la naturalesa del problema, la funcié només té sentit per a valors de x > 0 (no
esta definida per a x = 0), i observem que els valors per als quals f(x) = 0, i en qué,
per tant, la fabrica no té pérdues, sén els de l'interval [5, 20].

b) Comencem calculant la derivada de f(x):

(—04x +5)-x —(—0,2x%+ 5x- 20) —0,2x%+20
X2 - X2

fx) =

Si imposem que f’(x) = 0, obtenim que x? = 100, que té per solucions x = 10 i x =
—10. Per la naturalesa del nostre problema, només té sentit el valor x = 10. Per tant,
en el punt d'abscissa x = 10 hi ha un extrem relatiu de la funcié. A l'interval (5,10) la
funcié és creixent perque f’(x) és positiva, mentre que a l'interval (10, 20) és
decreixent perqué la derivada és negativa. Per tant en x = 10 hi ha un maxim.

Pera x = 10 la funcié pren el valor f(10) = 1. Per tant, perax = 10 s'obté el
benefici maxim i aquest benefici és de 1.000 €.

Criteris de correcci¢: a) Plantejament: 0,5 p. Calculs: 0,25 p. Obtenir I'interval: 0,5 p. b)
Calcul de la derivada: 0,5 p. Obtencio de I'abscissa del punt on s’assoleix el maxim:
0,25 p. Justificacié que es tracta d’'un maxim: 0,25 p. Obtencié dels beneficis maxims:

0,25 p.
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26. PAU 2021 - Juny - Série 2 - Exercici 6

6.

a) Comencem calculant la derivada f'(x) = 12x? + 2ax. Si en el punt d'abscissa x =
—1 hi ha un extrem relatiu, sabem que la derivada en aquest punt ha de ser zero. Per
tant f'(—1) = 12(-1)?*+2a(-1)=0 - 12—-2a=0 - a= 6.

Per tant, obtenim que el parametre a = 6.

b) Tenim ara f(x) = 4x3 + 12x% — 2. Comencem calculant la derivada: f’(x) = 12x% +

24x = 12x(x + 2). Sila igualem a zero obtenim dues solucions x = =2 ix = 0.

Per tant, tenim que:

(—o0,-2) -2 (—=2,0) 0 (0, +o0)
flexx) |+ 0 - 0 4
filx) funcié maxim funcié minim funcio
creixent decreixent creixent

Observem que f(—2) = 14i f(0) = —2.

Aixi doncs, la funcio és creixent en els intervals (—o0, —2) U (0, +0) i és decreixent
en l'interval (—2,0). D’altra banda, té un maxim relatiu en el punt (—2,14) i un minim

relatiu en el punt (0, —2).

Criteris de correccid: a) Si el plantejament del problema és correcte, encara que hi pugui
haver errors de calcul: 0,5 p. Calculs: 0,5 p. Obtencié de la solucié: 0,25 p. b) Calcul de
la derivada: 0,25 p. Calcul dels intervals de creixement i decreixement: 0,5 p. Obtencid

dels extrems relatius i classificacio: 0,5 p.
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27. PAU 2021 - Juny - Série 5 - Exercici 1

1.

a)
El pendent de la recta tangent és f'(0). Comencem per tant calculant la derivada:

/ _2(x*+1)-2x2x _ —2x%+2
f (‘x) - (x2+1)2 - {x2+1)2'

Per tant, f'(0) = 2.

El punt de tangéncia és (0, f(0)), és a dir (0, 0) i per tant 'equacio de la recta tangent a
f(x)enx =0ésy = 2x.

b)

Per estudiar la monotonia de f(x) estudiem el signe de la derivada. Per fer-ho, busquem
els valors on la derivada pot canviar de signe que, en aquests cas, només sén els punts

de tall amb I'eix d'abscisses ja que és una funcié continua. Recordem que f'(x) =
—2x%42

i per tant si imposem que s’anul-li tenim —2x2 + 2 = 0 que té per solucions x = 1 i

(x2+1)2
x =—1.
(—o0,—1) (-1,+1) (+1, +o0)
—2x%+2 - + —
(x? +1)* + + +
f') - + -
f(x) funcié decreixent funcié creixent funcié decreixent

Per tant, la funcié f(x) és creixent a l'interval (-1, 1) i és decreixent a l'interval

(-00,—1) U (1, 0). D'altra banda, té un minim relatiu en el punt (=1, f(=1)) = (=1, -1) i
un maxim relatiu en el punt (1, f(1)) = (1,1).

a) Calcul de la derivada: 0,5 p. Obtencié del pendent: 0,25 p. Obtencid del punt de
tangéncia: 0,25 p. Obtencio de la recta tangent: 0,25 p.

b) Determinacié dels intervals de creixement i de decreixement: 0,5 p. Obtencio dels
extrems relatius: 0,75 p.
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28. PAU 2021 - Juny - Série 5 - Exercici 4

4,

a)

La temperatura de l'aigua a la superficie sera de f(0) = 1 grau centigrad. Per saber a

quines profunditats la temperatura és de zero graus hem de resoldre l'equacié f(x) = 0.

Obtenim x? + 5x + 4 = 0 que té dues solucions, x = —4 i x = —1. Per tant la
temperatura sera de zero graus a 1 metre i a 4 metres de profunditat.

Per obtenir la temperatura a molta profunditat calculem el limit segent:

i . x*+5x+4
xlan—nm f(X) - x141>]'—noo xz + 4 -

Per tant, la temperatura limit a molta profunditat sera d'un grau centigrad.

b)

Per calcular a quina fondaria s'obté la temperatura minima comencem calculant la
. ' _ (2x+5)(x2+4)-2x(x2+5x+4)  —5x2+20 4. . .

derivada f'(x) = i) = Gt Si igualem la derivada a zero,

f'(x) = 0, veiem que la derivada s'anul-laen x = 2 i x = —2. Per la naturalesa del
problema nomeés té sentit x = —2. Es tracta d'un minim perque la derivada és negativa
abans del punt x = —2 i es positiva entre x = =2 i x = 2.

Si calculem f(-2) = —%, obtenim que la temperatura minima s'obté a dos metres de

profunditat i la temperatura minima és de —% de grau centigrad.

a) Determinacié de la temperatura a la superficie: 0,25 p. Determinacié de les
profunditats on la temperatura és de zero graus: 0,25 p. Determinacié del limit: 0,75 p.

b) Calcul de la derivada: 0,5 p. Obtencio del punt on s'obté el minim: 0,25 p. Justificacié
de que es tracta d'un minim: 0,25 p. Obtenci6 de la temperatura minima: 0,25 p.
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29. PAU 2020 - Setembre - Série 4 - Exercici 2

2. Un fabricant va tenir un producte a la venda durant deu anys. Durant aquest temps, el
preu del producte P, en euros, va estar relacionat amb el temps que feia que estava a
la venda t, expressat en anys, seguint la funcio segiient:

P(t) = {5(r+1)2—5 si0<t<?2
—4t + 48 siz2<t<10
a) Indiqueu els intervals de creixement i de decreixement del preu del producte
durant aquests deu anys. [1,25 punts]
b) Trobeu el preu maxim que va assolir el producte durant el temps que va estar
a lavenda i calculeu la taxa de variacié mitjana del preu del producte durant
els darrers cinc anys que va estar a la venda. [1,25 punts]

a) Siesfaunarepresentacid grafica de la funcid, tenim que

AN

Observem que en [0,2] la funcié P(t) té I'expressié d’una funcié quadratica

P,(t) = 5t + 10t, la seva derivada és P;’(t) = 10t + 10, que s’anul-laen t = —1,
fora de I'interval [0,2]. Comprovem que en l'interval [0,2], la derivada de la funcio
Py (t) és positiva i, per tant, en [0,2] la funcié P(t) és creixent.

En (2,10] la funcid P(t) té I'expressié d’una funcié lineal P, (t) = —4t + 48. Com que
la seva derivada és P,’(t) = —4 la funcid P,(t) és sempre decreixent i en particular en

I'interval demanat.

Per tant, P(t) és creixent en [0,2) i és decreixent en (2,10].
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b)

Pel que hem vist en I'apartat anterior, el valor maxim de P(t) en [0,10] s’assoleix
en x = 2 ielvalor de la funcié en aquest punt és P(2) = 40 euros.

Finalment, la taxa de variacio mitjana dels darrers 5 anys és

TVM(5,10) = 220 - 5228 — 4 euros.

Criteris de correccid: a) Raonament que la funcid és creixent en [0,2): 0,75 p.
Raonament que la funcio és decreixent en (2,10]: 0,5 p. b) Obtencié del preu maxim: 0,5
p. Calcul de la taxa de variacié mitjana: 0,75 p.

30. PAU 2020 - Setembre - Série 4 - Exercici 4

4. Considerem les funcions f(x) = x?+ax+big(x) = —x*+c.

a)

b)

a) Calculeu els valors dels parametres a, b i ¢ per tal que les grafiques de f(x) i
g(x) estallinen els punts (—1,3) i (3, =5). [1,25 punts]

b) Perac = 4, trobeu I'equacié de la recta tangent a g(x) en el punt d’abscissa
x = —1. [1,25 punts]

Imposem que les dues funcions passin per aquests dos punts. Cal que f(—1) = 3,
f(3)= —5iqueg(-1) = 3ig(3) = —5.

De les dues igualtats primeres tenim que

{ 1—-a+b=3
9+3a+b=-5
I, resolent el sistema, trobemquea = —4ib = —2.

De les igualtats de la funcié g, tenim que

{ —1+c=3

—9+c=-5

I, en ambdés casos, obtenim que ¢ = 4.

Considerem ara g(x) = —x2 + 4. Observem que g(—1) = 3, per tant, la recta
tangenta g(x) en x = —1 passa pel punt (—1,3).

El pendent de la recta tangentseram = g'(—1) on g’ és la derivada de la funcid
g. Comencem calculant la derivada:

g (x)= -2x
|, pertant,g’ (—1) = 2.

Aixi doncs, I'equacio de larectatangentag(x)enx = —1ésy—3=2(x+1),
ésadir,y = 2x + 5.

Criteris de correccid: a) Plantejament: 0,5 p. Obtencid dels tres parametres: 0,25 p.
cadascun b) Obtencio de I'ordenada del punt: 0,25 p. Calcul de la derivada: 0,25 p.
Obtencid del pendent: 0,25 p. Obtencio de la recta tangent: 0,5 p.
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31. PAU 2020 - Setembre - Série 4 - Exercici 6

6.

La funcio Q(x) = (x + 1)2(32 — x), en qué x € [—1,32], representa la produccid, en
quilograms, d’una hortalissa en un hivernacle en funcié de la temperatura x,
expressada en graus centigrads (°C), que pot variar entre -1 °Ci 32 °C.

Calculeu quina és la temperatura de I'hivernacle amb la qual s’obté la maxima
produccid. Quina produccié d’hortalissa obtindrem a aquesta temperatura? [1,25
punts]

b) Calculeu a quines temperatures s’assoleix el nivell minim de produccid i quin és aquest

a)

b)

valor minim. [1,25 punts]

Cal determinar el valor de x per al qual la funcié Q (x) té un maxim en l'interval
[—1,32]. Observem que:
Q(x)= (x+1)2(32—x) = —x*+ 30x?+ 63x + 32
Comencem calculant la derivada:
Q'(x) = —3x%+ 60x + 63
Si igualem la derivada a zero, —3x% + 60x + 63 = 0 obtenim que la derivada
s'anul-la en els punts d’abscissax = —1ix = 21.

Per saber si en aquests punts hi ha un maxim o un minim locals, estudiem el signe de la
derivada. Observem que la derivada Q’(x) és negativa per a x < —1 (a nosaltres
només ens interessa en l'interval [—1,32] perd, com a funcié polindmica,

(x + 1)?(32 — x), esta ben definida per a tot valor de x i ens serveix per a estudiar el
seu comportament). D’altra banda, Q’(x) és positiva en I'interval (—1,21) i torna a
ser negativa perax > 21. Pertant, en x = —1 hi ha un minim localien x = 21 hi ha
un maxim local. Tenint en compte el comportament de la funcié en l'interval [—1,32]
aquest maxim local és també el maxim en aquest interval.

Aixi doncs, la temperatura optima per a mantenir |"hivernacle és de 21°C.
A aquesta temperatura, la produccio sera de:
Q(21) = —-213+ 30-212+ 63-21 + 32 = 5.324kg.

La funcié (x + 1)%(32 — x) té un minim local en x = —1°C, que correspon a una
produccid de Q(—1) = 0. Com que la funcid és decreixent per x > 21, hem de
comprovar el valor de la funcid en I'extrem superior de I'interval on la tenim definida
per saber si aquest minim local és també el minim global que estem buscant.
Observem que Q(32) = 0.

Per tant, tant a una temperatura de —1 °C com a una temperatura de 32°C, no
s’obtindra cap produccié.

Criteris de correccio: a) Calcul de la derivada: 0,5 p. Obtencid del punt on s’assoleix el
maxim: 0,25 p. Comprovacic que es tracta d’un maxim: 0,25 p. Calcul de la produccié
maxima: 0,25 p. b) Calcul del punt on s’assoleix el minim local: 0,25 p. Calcul del valor
de la funcio en aquest punt: 0,25 p. Comprovacio del valor de la funcio en I'extrem
superior de I'interval: 0,25 p. Obtencic del resultat final: 0,5 p.
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32. PAU 2020 - Juny - Série 1 - Exercici 2

2.

L'1 de gener de 2019 va sortir al mercat un nou model d’un producte técnic d’esqui. La
funcié de tercer grau f(x) = 10 x3 — 210 x? + 1470 x ens dona el nombre total
d’unitats venudes, en qué x denota el nombre de mesos transcorreguts, des del
llangament del producte, durant el primer any (és a dir, x € [0,12]).
a) Quantes unitats s’havien venut al cap de 3 mesos? Quantes se’n van vendre al
cap d’un any? Determineu la taxa de variacidé mitjana entre els mesos 3 i 12.
[1,25 punts]
b) Comproveu que la funcid és creixent en I'interval [0,12] i trobeu en quin
instant el creixement ha estat més lent. [1,25 punts]

a) Per saber les unitats venudes al cap de 3 mesos cal calcular f(3) = 2.790, per
tant, s’havien venut 2.790 unitats. Al cap d’un any es van vendre f(12) = 4.680
unitats.

Pel que fa a la taxa de variacié mitjana, tenim que

f(12) - f(3) _ 4.680 — 2.790
12-3 9

= 210.

TVM(3,12) =

b) Com que f és una funcié polindmica de grau 3, és continua i derivable en tots
els reals. Per estudiar el creixement de la funcio comencem calculant la funcio
derivada:

f'(x) = 30x% — 420 x + 1.470.
lgualem f'(x) = 0 per obtenir els possibles maxims i minims. L’Gnic zero el
trobem en el punt d’abscissa x = 7. Observem que f* (x) = 30(x — 7)?, per
tant, deduim facilment que f' (x) = 0 per a tots els reals, i que ' (x) = 0
només pera x = 7. Aixi doncs, la funcid f és creixent pera x € [0,12] i
I'instant en queé el creixement és més lent és als 7 mesos del llangament del
producte (és on la funcié derivada assoleix el valor minim).

Criteris de correccid: a) Obtencio de les unitats venudes als 3 mesos: 0,25 p. Obtencio de
les unitats venudes al cap de I'any: 0,25 p. Obtencid de la TVM: 0,75 p. b) Calcul de la
derivada: 0,25 p. Justificacio que la funcié és creixent: 0,5 p. Obtencio del punt on el
creixement és més lent: 0,5 p.
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33. PAU 2020 - Juny - Série 1 - Exercici 6

6.

El benefici d’'una empresa, expressat en milions d’euros, és donat per la funcio
seglient, en qué x indica el nombre d’anys que han passat des del moment que va
comengar a funcionar:

5x4+20 20
x249 9"

B(x) =

a) Quin és el benefici en el moment en qué 'empresa comenga a funcionar? En
quin moment I’'empresa passa de tenir beneficis a tenir pérdues? [1,25 punts]

b) En quin moment aconsegueix I'empresa el benefici maxim? Quin és aquest
benefici maxim? [1,25 punts]

a) Pertrobar el benefici en el moment en qué es posa en funcionament I'empresa hem
de calcular B(0). Observem que B(0) = 0, per tant, en el moment inicial 'empresa no
té ni beneficis ni pérdues.

Per saber quan I'empresa passa de tenir beneficis a tenir perdues mirem quan s’anul-la
la funcio benefici.

B0 o SXFT20_20_ 01— 0
= O —— e = > . = ().
x x2+9 9 iftxe—0)

Per tant B(x) només s’anul-la per x = 0 i per x = E = 2,25 . Observem, d’altra banda,
que B(x) esta ben definida per a tot x i que per als valors de x € (0,2) és positiva. Per

; . _ 9
tant, 'empresa passa de tenir beneficis a tenir pérdues quan porta . d’any en
funcionament, és a dir, als 2 anys i 3 mesos.

b) Per trobar el punt on s’assoleix el maxim, comencem calculant la derivada de la
funcié B(x):

; _ —5x%—40x+45
B'(x) =—oy
Igualem la derivada a zero: B'(x) = 0 i obtenim dues solucions x = -9 i x =1.

Observem que la derivada, B'(x), és positiva entre x = 0 i x = 1 i, per tant, el benefici
és creixent en aquest interval de temps. A partir de x = 1 la funcié benefici és decreixent
perqué la derivada és negativa. Per tant, en x = 1, és a dir, al primer any, la funcio
benefici assoleix un maxim, i a partir d’aqui la funcié benefici disminueix. El valor del
benefici maxim és:

B(1) = H20_ 0 _B_N_B_5_ 0,278 milions d’euros.

1+9 9 10 9 90 18

Criteris de correccio: a) Calcul del benefici inicial: 0,5 p. Calcul de I'instant on comenca a
tenir pérdues: 0,5 p. Justificacio de que en aquell instant passa de tenir beneficis a tenir
pérdues (i no al revés): 0,25 p. b) Calcul de la derivada: 0,5 p. Calcul del punt on
s’assoleix el maxim: 0,25 p. Comprovacio de que es tracta d’un maxim: 0,25 p. Calcul
del benefici maxim: 0,25 p.
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34. PAU 2020 - Juny - Série 3 - Exercici 2

2. Una empresa vol fabricar un producte nou. Encomana un estudi de mercat que
determina que I'evolucié de les vendes al llarg dels propers sis anys seguira la funcio
f(t) = £ — 12t* + 36t, en que f(t) representa la quantitat de milers d'unitats
venudes en funcio del temps t € [0,6] expressat en anys.

a)

b)

a) Quantes unitats vendra el primer any? Tret de l'instant inicial (t = 0), es
preveu que hi haura algun altre any en el que no es produira cap venda? [1,25
punts]

b) En quin any es produira el maxim nombre de vendes i quants productes
s’hauran venut aquell any. (1,25 punts]

Calculem f(1) = 1 — 12 + 36 = 25. Per tant, el primer any es vendran 25.000
unitats.

D’altra banda, observem que f(t) = t3 — 12t? + 36t = t - (t — 6)2. Per tant, els
unics instants en que no es produeix cap venda és a I'instant inicial t = 0 i al sise
any,t = 6.

Si calculem la derivada f'(t) = 3t* — 24t + 36 = 3 - (t — 6) - (t — 2), observem
que s’anul-laenels puntst = 2 it = 6. Sabem, per 'apartat anterior, que en
I'instant t = 6 és I'tnic t > 0 pel qual no s"ha produit cap venda, per tant sera un
minim. Observem que passa amb l'instant ¢t = 2. Veiem que f’(t) > O pert < 21,
en canvi f'(t) < 0 pert € (2,6). Per tant, com que nosaltres tenim definida la
funcié en t € [0,6], el maxim de vendes es produeix el segon any. Calculem

f(2) =8 —48+ 72 = 32 i, per tant, el nombre de productes venuts aquest any
és de 32.000 unitats.

Criteris de correccid: a) Obtencio de les vendes del primer any: 0,5 p. Obtencié de I'any
en gue no hi haura vendes: 0,75 p. b) Calcul de la derivada: 0,5 p. Obtencid de I'instant
en qué les vendes sén maximes: 0,25 p. Justificacio de que es tracta d’un maxim: 0,25 p.
Obtencio de les vendes d’aquest any: 0,25 p.
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35. PAU 2020 - Juny - Série 3 - Exercici 4

4. Considereu lafuncié f(x) = ax* + bx?> + ¢
a) Trobeu els valors dels parametres a, b i ¢ sabent que té un maxim en el punt (2,1) i

un minim en el punt (0, —1). [1,25 punts]

b) Trobeu els intervals de creixement i de decreixement de la funcid pels valors dels

parametres a, b i ¢ trobats a I'apartat anterior. [1,25 punts]

a) Comencem calculant la derivada de la funcié: f'(x) = 4ax3® + 2bx. Sabem que la
funcié passa pel punt (0, —1). D’altra banda, f(0) = c. Per tant, deduim que ¢ =
-1.

Sabem també que passa pel punt (2,1), i com que f(2) = 16a + 4b — 1 deduim
que l6éa+ 4b —1 =1, ésadir,que 16a + 4b = 2.
Com que en x=0 i en x=2 hi ha extrems relatius, en aquests punts s’ha d’anul-lar la
derivada. D’'una banda, f’(0) = 0, i per tant no ens aporta informacié addicional,
pero d’altra banda tenim que f’(2) = 32a + 4b. |, pertant, sabem que 32a + 4b =
0.
Resolem el sistema
{16a +4bh =2

32a+4b =0
I trobem que la solucié és a = —é =—0,125,b = 1i,jasabiemque,c = —1.

b) Tenim la funcié f(x) = —%x"‘ + x2 — 1. Calculem la seva derivada
(%) = —%x“" + 2x

Si I'igualem a zero tenim que —%x3 + 2x = 0, que és equivalent a, x - (x? — 4) =
0 que té persolucionsx =0, x = 2i x = —2.

Observem que f'(x) > 0six < —2,que f'(x) <0six € (—=2,0), f'(x) >0six €
(0,2)if'(x) < 0six > 2. Pertant, lafuncio és creixent en els intervals (—oo, —2) U
(0,2) i és decreixent en (—2,0) U (2, +0).

Criteris de correccid: a) Plantejament: 0,5 p. Obtencio dels parametres a, bic: 0,25 p.
cadascun. b) Calcul de la derivada: 0,5 p. Obtencio dels punts critics: 0,25 p. Obtencic
dels intervals de creixement i decreixement: 0,25 p. Justificacio de perqué la funcio és
creixent o decreixent: 0,25 p.
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36. PAU 2019 - Setembre - Série 5 - Exercici 3

3.

Es preveu un canvi important en la poblacié d’una determinada zona per
glestions mediambientals. El nombre d’habitants de la zona, en milions, vindra

donat per la funcio
t?+28 N
P(t) = (t:z)z , en qué t mesura el temps en anys des del moment actual (¢ = 0).
a) Digueu quin és el nombre d’habitants de la zona actualment i quin sera
aquest nombre a molt llarg termini.  [1 punt]

b) En quin moment s’arribara al nombre minim d’habitants? Quants habitants
hi haura en aquell moment? Quin és el nombre maxim d’habitants que
s’assoleix en aquesta zona? [1 punt]

a) Es demana la poblacié quan t =0, és a dir, P(0) = % = 7. Per tant, la

poblacié actual és de 7 milions d’habitants. Pel que fa a la poblacié a molt
llarg termini, hem de calcular el limit seglient:
t? + 28

gLrE’P(t) - }l_}rg (t+ 2)2 -

Per tant, a molt llarg termini la poblacié de la zona tendira a 1 milio
d’habitants.

b) Cal estudiar el signe de la funcié derivada per trobar els maxims i minims de
la funcié. Comencem calculant la derivada:
20 (t+2)2 = (2 +28)-2-(t+2) 4-(t—14)
(t+2)* Tt +2)3

Si imposem que P'(t) = 0 obtenim t = 14. Estudiem, a continuacio, la
monotonia de la funcio per valorsde t = 0:

P'(t) =

[014) | 14 | (14, 4w)

P'(t) <0 0 >0

P(t) l Minim T

Per tant, al cap de 14 anys la poblacid assolira el seu minim i sera de

142 + 28

Es a dir, al cap de 14 anys hi haura 875.000 habitants.

Per a I'estudi de la monotonia de la funcio, i tenint en compte que en el limit
la poblacid tendeix de forma creixent cap a 1, observem que el maxim
nombre d’habitants correspon al moment actual (t = 0) i és de 7 milions
d’habitants.

Criteris de correccio: a) Poblacié al moment actual: 0,5 p. Obtencié del limit: 0,5 p. b)
Obtencié del punt on s’assoleix el minim: 0,25 p. Comprovacio que es tracta d’un minim:
0,25 p. Obtencio del nombre d’habitants que hi haura en aquell instant: 0,25 p.
Raonament del nombre maxim d’habitants: 0,25 p.
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37. PAU 2019 - Setembre - Série 5 - Exercici 5

5. Considereu una funcid f(x) que té com a primera derivada f'(x) = 2x% + bx + 4,
en qué b és un parametre real.
a) Determineu el valor de b perqué f(x) tingui un extrem relatiu en x =-11i
raoneu si es tracta d’'un maxim o d’'un minim.  [1 punt]
b) Si sabem que la grafica de la funcidé f(x) passa pel punt (0,3), trobeu
I'equacio de la recta tangent a f(x) en aquest punt.  [1 punt]

a) Sabem que en x = —1 hi ha un extrem relatiu; per tant, f'(—1) = 0. D'altra
banda, f'(—1) =2 — b + 4 = —b + 6, i, conseglientment, trobem que b = 6.

Per tant, tenim que f'(x) = 2x2 + 6x + 4. Si estudiem on és positiva i on es negativa
la funcié f'(x), obtenim que és positiva en els intervals (—o0,—2) i (—1,+00),
mentre que és negativa en l'interval (—2,—1). Per tant, en x = —1 hi ha un
minim relatiu.

b) El pendent de la recta buscada és f'(0). Sabem que f'(x) = 2x% + bx + 4 i, per
tant, f'(0) = 4.

La recta tangent en el punt (0,3) ésy — 3 = 4(x — 0), ésa dir, y = 4x + 3.

Criteris de correccid: a) Determinacié del parametre b: 0,5 p. Identificacio que es tracta
d’un minim: 0,5 p. b) Determinacid del pendent: 0,5 p. Determinacio de la recta
tangent: 0,5 p.

38. PAU 2019 - Juny - Série 1 - Exercici 3

3. La grafica de la funcié f(x) =ax+ b +§ passa pel punt (-2, -6) i la recta tangent en

aquest punt és paral-lela a I'eix d’abscisses.
a) Calculeu el valor de a. [1 punt]
b) Calculeu el valor de b. [1 punt]

a) Sabem que la recta tangent en el punt (-2, -6) és paral-lela a I'eix d’abscisses,
per tant, el seu pendent és 0. Calculem la derivada de la funcio

, 8
flx)=a- e
Pertant, f'(—2) = a — 2. Imposem que f'(—2) = 0 i trobem que a = 2.

b) Sabem que la funcié passa pel punt (-2, -6). Per tant, sabem que f(—2) = —6.

Tenim per tant que 2-(—2)+b +{_—82) = —6, que ens dona b—8=-6 i,

finalment, b = 2.

Criteris de correccid: a) Calcul de la derivada: 0,25 p. Saber que el pendent ha de ser 0:
0,25 p. Obtencid del valor de a: 0,5 p. b) Plantejament: 0,5 p. Obtencié del valor de b:
0,5 p:
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39. PAU 2019 - Juny - Série 1 - Exercici 4

4. Llafuncié f(x) =

40 . - i
——————-ens mostra aproximadament la venda diaria, en milers
x<=22x+125

d’unitats, d’un perfum de moda en funcié de x, en qué x és el dia del mes de febrer.

b)

a) Quantes unitats de perfum es van vendre, aproximadament, el dia 5 de febrer?
Quin és I'increment de vendes entre el dia 7 i el dia 9 de febrer? [0,75 punts.]

b) Quin dia del mes de febrer es van vendre més perfums i quantes unitat se’n
van vendre? [1,25 punts.]

D’una banda f(5) = 1. Per tant, el dia 5 de febrer es van vendre, aproximadament,
1.000 unitats de perfum.

D’altrabanda, f(7) =2 i f(9) = 5. Pertant, entre el dia 7 i el dia 9 hi ha un
increment aproximat de vendes de 3.000 unitats de perfum.

Per trobar el maxim de vendes, cal fer la derivada:
—40-(2x—-22)
fr@)=;

x2-22x+125)2"

Siigualem la derivada a zero, trobem que hi ha un possible extrem relatiu en

x = 11. Si fem un estudi del signe de la derivada, observem que, per a x menor
d’11, la derivada és positiva, i, per tant, la funcio creix, mentre que per a x més
gran d’'11, la derivada és negativa, i, per tant, la funcié decreix. Deduim, per tant,
gue en x = 11 hi ha un maxim.

Observem que f(11) = 10. Per tant, el dia que es van vendre més perfums va ser
el dia 11 de febrer i se’n van vendre aproximadament 10.000 unitats.

Criteris de correccid: a) Calcul de les vendes del dia 5: 0,25 p. Calcul de les vendes dels
dies 7 i 9 i calcul de l'increment de vendes entre aquests dies: 0,5 p. b) Calcul de la
derivada: 0,5 p. Obtencié del punt on s’assoleix el maxim: 0,25 p. Justificacio que es
tracta d’un maxim: 0,25 p. Obtencio del valor de vendes d’aquest dia: 0,25 p.
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40. PAU 2019 - Juny - Série 1 - Exercici 6

6. Una botiga obre al public des de les 10 hores fins a les 21 hores. Se sap que els
ingressos per vendes, en funcié de I'hora del dia, venen donats per la funcié:
1(t) = -5(m—1t)* +n,
pera 10<t <21

a) Trobeu el valor de m sabent que els ingressos maxims es produeixen a les 18 hores.
[1 punt]

b) Trobeu el valor de n sabent que a les 21 hores hi ha uns ingressos de 500 €.

[1 punt]

a) Laderivadade la funcié I(t) ve donada per I'(t) = —10(m — t)(—1) =
10(m — t). Sabem que en t = 18 hi ha un extrem relatiu, per tant, I'(18) = 0, és
adir, 10(m — 18) = 0, i obtenim que m = 18.

b) També sabem que I(21) = —5(18 — 21)2 + n = 500, i, per tant, obtenim que
n = 545.

Criteris de correccio: a) Calcul de la derivada: 0,5 p. Igualacio del valor de la derivada en
el puntt =18 a 0: 0,25 p. Obtencio del valor de m: 0,25 p. b) Plantejament: 0,5 p.
Obtencid del valor de n: 0,5 p.

41. PAU 2019 - Juny - Série 4 - Exercici 1

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

42. PAU 2019 - Juny - Série 4 - Exercici 3

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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43. PAU 2018 - Setembre - Série 3 - Exercici 1

1.

Considereu la funcio

2x+3 six<-1
f(x)=qax+b si—-l<x<?2

X six=>?2

Trobeu el valor de a i b perqué la funcid sigui continua per a tots els nombres reals.
[2 punts]

La funcio f és continua en (—o, —1) U (=1, 2) U (2, +) independentment del valor
de aib,ja que es tracta d'una funcid polinomica en cadascun dels intervals. Per tant,
caldra imposar que la funcié sigui continua en els punts d'abscissa x =—1ix = 2.
Perax =—1tenim que f(—1) = 2(—1) + 3 = 1. Tambg,
lim 2x+3)=1
x—--1—
i, finalment,
lim (ax+b)=—-a+b
b s H T

Per tant, f(x) sera continuaenx=—1si—a+ b = 1.

D'altra banda, per a x = 2 tenim que f(2) = 22 = 4. D'una banda,
Iirr21 (ax+b)=2a+bhb
x—2-

i, finalment també,
lim (x2) =22=4.
X =2+

Per tant, f(x) sera continuaenx=2si2a + b = 4.

Aixi doncs, la funcié sera continua en tots els reals si i només si es verifiquen
simultaniament les dues condicions trobades, és a dir, si a i b sén la solucié del
sistema seglent:

{—a+b=1
2a+b=4

Resolem el sistema i trobemquecalquea=1ib = 2.

Criteris de correccio: Plantejament del problema: 0,5 p. Calcul dels limits: 1 p. Resultat
final: 0,5 p.
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44. PAU 2018 - Setembre - Série 3 - Exercici 4

4,

a)

b)

La despesa mensual en tabac d'un fumador ve determinada pel seu salari

400x

mitjangant la funcié f(x) :2—4, en qué x representa el salari en milers d’euros
X +

i f(x) la despesa mensual en tabac en euros.

a) Determineu el salari per al qual la despesa en tabac és maxima. A quant
ascendeix aguesta despesa?
[1 punt]

b) Per a quins salaris la despesa mensual és inferior a 60 €?
[1 punt]

—400x24+1600
(x2+4)2
primera derivada per trobar els punts critics i ens dona un salari de x = 2 (milers
d’euros) i x = —2, que, pel context del problema, no té sentit. Per justificar que en
x = 2 tenim un maxim, prenem un punt entre —2 i 2, per exemple x = 0 i veiem que
la derivada és positiva, per tant, la funcid és creixent. Mentre que per a punts més
grans que 2, per exemple x = 3, la derivada és negativa, és a dir, la funcidé és
decreixent. Per tant, en x =2 hi ha un maxim. La despesa maxima sera de

f(2) = 100 euros.
00x

. i ; .4
Hem de resoldre la inequacié f(x) < 60, és a dir, i

400x < 60x? + 240, o bé, dividint cada terme per 20,
0<3x2—-20x+12

Si trobem les arrels de la parabola y = 3x%2 — 20x + 12, obtenim x =§ i x =6.

Comencem fent la derivada de f(x). Obtenim f'(x) = . lgualem a 0 la

< 60, que és equivalent a

Aquesta parabola és negativa a I'interval (5, 6) i és positiva als intervals que son la

solucié d'aquest apartat: (0, %) U (6, +). Hem tingut en compte que, pel context del

problema, x = 0. Per tant, la despesa mensual en tabac és inferior a 60 € si el salari
és inferior a 666,67 € o si és superior a 6.000 €.

Criteris de correccid: a) Calcul de la derivada: 0,25 p. Obtencio del punt on s'obté el
maxim: 0,25 p. Justificacio del fet que es tracta d'un maxim: 0,25 p. Calcul de la despesa
maxima: 0,25 p. b) Plantejament de la inequacio: 0,25 p. Resolucid de I'equacio de
segon grau: 0,25 p. Obtencio de l'interval que és solucid: 0,5 p.
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45. PAU 2018 - Setembre - Série 3 - Exercici 6

- UA T 7 . .
6. Sabem que la funcié f(x) = passa pel punt (2,-5)ique lesrectesx=1iy=2en
cx+1
son les asimptotes vertical i horitzontal, respectivament. Calculeu a, bi c.

[2 punts]

Com que es tracta d'una funcio racional, I'asimptota vertical la tindra en el punt que
anul-la el denominador; és adir,calquecx + 1 = 0 perax = 1, pertant, c = —1.

Observem que el lim,_, 4 f(x) = % i també lim,_,_,, f(x) = % Per tant, tenim que

%= 2 (I'asimptota horitzontal). Per tant, a = 2¢ = —2.

Finalment, sabem que passa pel punt (2,—5), per tant, f(2) = =5, és a dir,
2a+b

2c+1

= =5, ideduim que b = 9.

Criteris de correccio: Plantejament del punt on hi ha l'asimptota vertical i obtencio del
parametre c: 0,5 p. Plantejament del punt on hi ha I'asimptota horitzontal i obtencio del
parametre a: 0,75 p. Plantejament i obtencio del parametre b: 0,75 p.

46. PAU 2018 - Juny - Série 1 - Exercici 2
2. Considereu la funcié f(x) = % ,enqué a és un parametre real.
a. Trobeu per a quins valors del parametre a la recta tangent a la funcid f en
x = 1ésparallelaay+3x+5=0.[1punt]
b. Peralvalor del parametre a = 1, trobeu els intervals de creixement i
decreixement i els punts on s'assoleixen els maxims i minims relatius de la

funcié f. [1 punt]

a. Com que la derivada és el pendent de la recta tangent, hem d’imposar la
condicid f'(1) = —3. La derivada de la funci6 donada f és

) = x2—2ax
P =Gy
Per tant, hem de resoldre 1’equacio
1-2a
1-a)?

. : : 2
o equivalentment 3 a’ — 8a + 4 = 0, que dona com a solucions a = 2ia = 3

2
b. Hem d’estudiar la funci6 f(x) = % que té domini R-{1}. La derivada és
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) = x2—-2x
P =y
is’anul-laenx =0ix = 2.

Estudiant els signes de la derivada obtenim:

f'>0 f'<o f'<o f'>0
f creixent f decreixent f decreixent f creixent

Es dedueix que la funcié f té un maxim relatiu al punt (0, £(0)) = (0,0) i un
minim relatiu al punt (2, f(2)) = (2,4).

Criteris de correccid: a) Plantejament del problema: 0,25 p. Calcul de la derivada: 0,5 p.
Obtencio dels punts: 0,25 p. b) Obtencio dels intervals de creixement i decreixement: 0,5
p. Obtencio i justificacio dels extrems relatius: 0,5 p.

47. PAU 2018 - Juny - Série 1 - Exercici 6

6. El nombre d'individus, en milions, d’'una poblacié ve determinat per la funcio
5 2
P(t) — +t

(t+1)%’

a. Quina és la poblacio inicial i la poblacié després de 9 anys? A partir de quin
moment |la poblaciod sera inferior a un milié d’individus? [1 punt]

b. Amb el pas dels anys, cap a quin valor tendira el nombre d'individus de Ia

poblacio? [1 punt]

en qué tmesura el nombre d’anys transcorreguts.

a) Ens demanen que calculem la poblacié inicial P(0) = 5 milions d'habitants i la
poblacié al cap de 9 anys, P(9) = 0,86 milions d'habitants.

Hem de trobar també a partir de quin instant la poblacid sera inferior a un milié
5+t2

(t+1)2

t > 2, és adir, a partir del segon any la poblacid sera inferior a un milié d'habitants.

d'habitants, és a dir, per a quin valor de t es compleix < 1. Aillant obtenim

b) Hem de calcular el limit quan el temps tendeix a infinit. Tenim que
. 54tz t2+5
11m = llm =
too(t+1)2 towt?2+2t+1

Per tant, la grandaria de la poblacid a llarg termini tendira a un milié d’habitants.

Criteris de correccid: a) Calcul de la poblacid inicial: 0,25 p. Calcul de la poblacié al cap
de 9 anys: 0,25 p. Calcul de l'instant en qué la poblacié passa a ser inferior a un milio
d'habitants: 0,5 p. b) Plantejament que cal calcular el limit: 0,25 p. Calcul del limit: 0,75

p.
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48. PAU 2018 - Juny - Série 5 - Exercici 1

x?-3x

x2-4

a. Indiqueu-ne justificadament el domini i determineu els punts en que
la grafica de f'talla I’eix de les abscisses. [1 punt]

b. Estudieu-ne el creixement i feu un esbds aproximat de la grafica de la
funcié. [ I punt]

1. Sigui la funcié f(x) =

a) x2—4 =0 si x = £2, per tant, el domini de f sén tots els nombre reals
excepte aquests dos. D'altra banda, x? — 3x = 0 quan x = 0 o x = 3: la grafica
de ftalla I'eix d'abscisses en els punts (0,0) i (3,0).

) e o _ 3x2-8x+12
b) La derivada de la funcié fés f'(x) = e

0 no té solucions reals i " sempre €s positiva la funcio f és creixent en tot el seu
domini. La seva grafica aproximada és:

.Com que 3x% —8x + 12 =

Criteris de correccio: a) Determinacio del domini, expressat de qualsevol forma:
0,5 p. Punts de tall amb l'eix d'abscisses: 0,5 p.. b) Estudi del creixement: 0,5 p.
Grafica aproximada: 0,5 p

50



49. PAU 2018 - Juny - Série 5 - Exercici 3

3

Sigui y = f{x) una parabola que té el vertex en el punt V = (0, —4) i talla I’eix
de les abscisses en els punts (-2, 0) 1 (2, 0).

a) Determineu-ne I’equacio. [ I punt]

b) Sigui una funcié g tal que g'(x) = f (x). Estudieu el creixement de la

funcié g, determineu-ne les abscisses dels extrems relatius i classifiqueu-
los.[ I punt]

a) L'equaci6 de la parabola serd y = a(x — 0)? — 4 i, si ha de passar pels
dos punts que ens donen, obtenim que a = 1. Per tant, 'equacio de la
parabola és y = x? — 4. Alternativament es pot plantejar un sistema de
tres equacions 1 tres incognites a partir dels tres punts.

b) La parabola és positiva pera x < —2 0 x > 2, i negativa per =2 < x <
2. Per tant, la funcié g és creixent en els dos primers intervals i

decreixent en l'altre. Conseqiientment, g té un maxim relatiuen x = —2
1 un minim relatiu en x = 2.

Criteris de correccid: a) 1 p. b) Raonament del creixement: 0,5 p. Determinacio
d'extrems i classificacio: 0,5 p.
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50. PAU 2018 - Juny - Série 5 - Exercici 6

6. A continuacio es mostra la grafica d’una funcid f que presenta un minim
relatiu en el punt d’abscissa x =—1 1 un maxim relatiu en el punt d’abscissa
x=1.

a) Sabent que f'(0)= 1, determineu 1’equacié de la recta tangent a f que
passa per I’origen de coordenades. [ punt]
b) Feu un esbés de la grafica de la funcié f' amb les dades de qué disposeu.

[1 punt]

a) El pendent de la recta tangent és 1, i passa per 'origen. Per tant ["equaci6
seray = Xx.

b) Com que f'és decreixent fins a x = —1, en aquest interval f" sera
negativa. Si —1 < x < 1 la funci6 és creixent. Per tant, la derivada és
positiva, mentre que si x > 1 la derivada torna a ser negativa. Com que a
més a més sabem que f(0) = 1, la grafica sera aproximadament aix{

Criteris de correccio: a) Obtencio del pendent: 0,5p. Equacio de la recta: 0,5 p.
b) Raonament: 0,5 p. Obtencid de la grafica aproximada: 0,5 p.
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51. PAU 2017 - Setembre - Série 2 - Exercici 3

3. Considerem una funcié f(x) tal que la seva primera derivada és f'(x) = x* + hx 3

en qué b ésun parametre real.
a. Determineu el valor de b perqué f'(x) tingui un extrem relatiu en x=-3 i

raoneu si es tracta d'un maxim o d'un minim. [/ punt/
b. Pera bh=-8, trobeu l'equacidé de la recta tangent a f(x) en el punt (0,2).

[1 puni]
a) Sabem que en x =-3 hi ha un extrem relatiu, per tant /' '(-3)=0.
@) =x+bx=3> f'(=3)=(=3)+b(-3)-3=0>9-3b-3=0->[p=2]
Per tant, f'(x)=x"+2x—23. Si estudiem on és positiva i on es negativa la funcié
f'(x), obtenim que és positiva en els intervals (—,—3) i (1,4o0), mentre que és
negativa en l'interval (—3,1). Per tant, en x=—3 hi ha un maxim relatiu.
b) El pendent de la recta buscada sera f'(0).Si b=-8, tenim f'(x)=x" -8x—3
= f1(0)=-3.

La recta tangent en aquest punt (0,2) sera y—2= —3(x —0), obé .

Criteris de correccio: a) Determinacio del parametre b: 0,5 p. Identificacid que es tracta
d’un maxim: 0,5 p. b) Determinacio del pendent: 0,5 p. Determinacio de la recta
tangent: 0,5 p.

52. PAU 2017 - Setembre - Série 2 - Exercici 6

6. El vértex d'una parabola és el punt (1,2).

a. Sila parabola talla I'eix de les abscisses pel punt (_71, 0) , quin sera l'altre punt
de tall de la pardbola amb l'eix de les abscisses? [ punt/
b. Trobeu l'equacio de la parabola. /1 punt]

a) L'altre punt de tall de la parabola a I'eix d'abscisses és G, O), jaque x =1 ésl'eix
de simetria.

b) L'equacié de la parabola ésdelaforma f(x) =a-x?+b-x+c.Comquetéel
vértex en el punt (1,2) sabem que d’'una bandaa + b + ¢ = 21, d’altra banda, la
derivada ha de ser igual a zero en aquest punt. Com que f'(x) =2-a-x+b

obtenimque 2-a + b = 0. També sabem que passa pel punt (_71,0) , per tant,

16. 10

1 1 . 8
a-z—b-5+c=O.Resolentel5|stematrobemque a:—a,b:?lc— 5

. . 2 8 16 10
Per tant, I'equacié de la parabola és f(x) = = x? + 5 kA
També és correcte |'exercici si primer troben I'equacié de la parabola i després
calculen "altre punt de tall amb I'eix de les abscisses.

Criteris de correccio: a) Trobar I'altre punt de tall: 1 p. b) Plantejament del sistema: 0,5
p. Resolucio i determinacio de la parabola: 0,5 p.
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53. PAU 2017 - Juny - Série 1 - Exercici 1

1. D’unafuncié y= f (x) sabem que la seva derivada és f'(x)=x" —4x.
a. Determineu els intervals de creixement i de decreixement de la funcid

=1 (x). 1 punt]

b. Determineu les abscisses dels seus extrems relatius i classifiqueu-los. [1 punt]

Observem que f'(x)=x" —4x=x(x—2)-(x+2). Per tant, si igualem Ia
derivada a zero, obtenim tres solucions x=0, x=-21 x=2.

a) Resolem: f'(x)>0, d’on s’obté que la funcié creix si x pertany als intervals
(—2,0) i (2,+40) i f'(x)<0, d’on obtenim que la funcié decreix en els intervals
(—0,—2) i (0,2).

b) La funcié té un maxim relatiu en el punt d’abscissa x =0 i dos minims relatius en

els punts d’abscissa x=2i x=-2. Sabem de quin tipus d’extrems relatius es
tracta pels intervals de creixement i de decreixement de I'apartat anterior.

Criteris de correccié: a) Determinacio dels punts que anul-len la derivada: 0,5 p.
Determinacio dels intervals de creixement i decreixement: 0,5 p. b) Determinacio
dels extrems relatius: 0,5 p. Classificaci6 i justificacio de si sén maxims o minims:
0s5p.

54. PAU 2017 - Juny - Série 1 - Exercici 2

2. Des d’una barca es dispara una bengala de salvament maritim que s'apaga al cap
de 4 minuts. En aquest interval de temps, es comprova que la intensitat luminica
de la bengala en funcié del temps, mesurada en percentatges del 0% al 100%,
queda perfectament descrita per l'expressio L(t) =25t (4 —t), on el temps ¢
varia entre 0 i 4 minuts.
a. Calculeu per a quin valor de t el percentatge d’intensitat luminica sera maxim.
[1 punt]
b. Si des de la costa la bengala només és visible quan la intensitat luminica és
superior al 75%, quin és l'interval de temps en qué sera visible des de la costa i,
per tant, sera més factible el salvament? [1 punt]
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a) El percentatge d’intensitat luminica ve donat per la funcié L(f) =25¢t(4 —1),
amb 0<r <4, que és una funcié quadratica que té per grafica una parabola:

= Cal, doncs, calcular el maxim d’aquesta funcié; ho
‘ podrem fer calculant el vertex de la parabola, o bé per

a

derivacio:
o L'(t)=100-50ft =0 = t = 2 minuts.
o Com que L'10)>0 i L'3)<0 es tracta

efectivament d’un maxim. Per tant, després de 2
minuts del llancament, la intensitat sera maxima.

" 1
1 » A '

b) Hem de resoldre la inequacié 100¢ —25¢* > 75.

0

Resolem I'equacié de segon grau associada:

—257 +100t —75=0 > " —4t+3=0
4+J16-4-3 —-4+2 |3 .
t= 5 = 5 = 1,que son els

punts de tall de la parabola amb larecta y=75.

u
Ta ! 2 1 O

Per tant, perattal que 1<7<3 laintensitat luminica de la bengala superara el 75%
i aquest sera l'interval de temps en qué el salvament sera més factible.

Criteris de correccio: a) Plantejament del problema: 0,25 p. Calcul de la derivada: 0,25
p. Obtencio del maxim: 0,25 p. Justificacio que es tracta d’un maxim: 0,25 p.

RN . ] P e -~ T T ¥ oA ——
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55. PAU 2017 - Juny - Série 1 - Exercici 6

6. Considereu lafuncié f(x)=—x"+bx+camb bi ¢ nombres reals.
a. Trobeu bi ¢ de manera que la grafica de la funcié passi pel punt (—1,0) i

tingui un extrem local en el punt d’abscissa x=3. Raoneu de quin tipus
d’extrem relatiu es tracta. [1 punt]

b. Peralcas h=3 i ¢ =2, trobeu 'equacio de la recta tangent a la grafica que
és paral-lelaalarecta y=5x—2.[1 punt]

a) Calculem la primera derivada f'(x) =—2x+b i plantegem el sistema d’equacions
que permet calcular ai b, imposant que passi pel punt (—1,0) i que la derivada
en x=3 sanulla.

—1-b+c=0

-23+b=0
Si estudiem on és positiva i on és negativa la funcié f'(x), observem que
f'(x)>0pera x<3ique f'(x)<Operax>3.Pertantes tracta d’'un maxim.

Alternativament poden argumentar que es tracta d'un maxim geomeétricament,
tenint en compte que es tracta d'una parabola amb el coeficient del terme
quadratic negatiu.

b) Enaquest cas la derivada és f'(x)=—2x+b=-2x+3. Cal trobar el valor de x

}ipertant, b=6ic=17.

tal que f'(x)=5, pertant —2x+3=35, i obtenim x=—1. Per al punt
d’abscissa x =—1 tenim que 'ordenada és y=—1-3+2=-2.Per tant,
I'equacié de la recta tangent és y+2=5(x+1), ésadir, y=5x+3.

Criteris de correccio: a) Plantejament del sistema: 0,5 p. Resolucio: 0,25 p. Justificacio

Obtencio del punt de tangéncia: 0,25 p. Obtencid de la recta tangent: 0,5 p.

que es tracta d’un maxim: 0,25 p. b) Determinacio del pendent de la recta: 0,25 p.
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56. PAU 2017 - Juny - Série 5 - Exercici 4

\ - - 3t—6
5. Les pérdues o els beneficis d’'una empresa venen donats per la funcié f(t) = o en

qué f(t) s’expressa en centenars de milers d’euros, un cop transcorreguts t anys des
de l'inici del 2010.
a. Feu un esbhds de la grafica de la funcio f(t) perat > 0, calculant els intervals
de creixement, els talls amb els eixos i les asimptotes. [1 punt]
b. A linici de I'any 2010 quants euros perdia o guanyava I'empresa? Quins anys
va tenir pérdues 'empesa i a partir de quin any en va deixar de tenir? [0,5
punts]
c. A partir de quin any els guanys de I'empresa van ser més grans o iguals a un
centenar de milers d'euros? Es poden superar els 3 centenars de milers
d'euros de beneficis? Raoneu les respostes. [0,5 punts]

a) Calculem la derivada de la funcié f'(t) = . Com que és positiva per a tot

(t+2)2
t la funcié sempre és creixent. Trobem els talls amb els eixos (0,-3) i (2,0).
Finalment tenim una asimptota horitzontalen y = 3.

A=(4.1)

b) f(0) = _76:-3. Alinici de 'any 2010 'empresa perdia 300.000 euros.

Per estudiar quins anys va tenir perdues i quan va deixar de tenir-les, resolem la
inequacié: f(t) 20—-3t—6=>0—-t = 2. A partir del 2012 ’empresa va
comencar a no tenir perdues, fins aleshores va tenir perdues.

c) Caldra resoldre f(t) =21 - 3t—6=>t+2 >t >4 . A partir del 2014 els
guanys van superar o igualar els 100.000 euros i f(t) =3 —=3t—6=3t+
6 - —6 = 6 No pot ser! Els guanys de ’empresa mai superaran els 300.000
euros.

Criteris de correccio: a) Justificacio que la funcié és sempre creixent: 0,25 p.
Determinacio del punt de tall (2,0): 0,25 p. Determinacio de I'asimptota: 0,25 p. Esbos
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57. PAU 2016 - Setembre - Série 1 - Exercici 2

2. Una empresa ven un producte a un preu de p euros. El nombre d’unitats venudes depen del preu que

fixem segons la funcié
~ 30p+10

V(p) 5

(a) Demostreu que, en augmentar els preus, les vendes disminueixen. (1 punt)

/ 10 y : " .
Vi) = ——5, que ’es negativa per a tot valor de p. Per tant, com més augmenti el preu menors

seran les vendes.

(b) Es possible que empresa vengui 20 unitats del producte? Si el preu augmenta indefinidament,
que passara amb les vendes? (1 punt)
30p + 10

= 20 — p = —1, que és impossible. A més, lim V(p) = 30. Per tant, tenint en
e P—+00

compte que V(p) és una funcié monotona decreixent, les vendes tendiran a estabilitzar-se per
sobre de 30 unitats.

58. PAU 2016 - Setembre - Série 1 - Exercici 3

3. La segiient fotografia matematica sembla indicar que les branques de les ulleres formen una parabola.
Tanmateix, no totes les corbes en forma de 7| )’ sén paraboles. Hem marcat sobre uns eixos de

coordenades alguns dels punts: (0, 2,5), (1, 0), (3, —1) i (5, 0).

Justifiqueu si la grafica correspon a una parabola o no. (2 punts)

Si es tracta d’una parabola, la seva equacié serd de la forma f(z) = ax? + bz + ¢. Com que ha
de passar pels punts indicats, haurad de complir: f(1) =a+b+c¢=0, f(5)=25a+5b+ ¢ =0,
f(3) =9a+3b+c¢ = —1. L'equacié de la parabola que passa per aquests tres punts seria, doncs,

1 3 5
Flz)= 13:2 — 5% + 7 due no passa per (0,0.25). Per tant, no es tracta d’'una parabola.
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59. PAU 2016 - Setembre - Série 1 - Exercici 5

5. Considereu la funcié:

z+1
10 =g

(a) Determineu els punts en que la funcié f talla cadascun dels eixos. Determineu també els intervals
en qué la funcié f és positiva. (1 punt)

1 1
F(0) = 3 Per tant, la funcid talla 1'eix d’ordenades en el punt (O, g) D’altra banda, si

f(xz) =0voldir que z+1 =0, d’'on x = —1. Per tant, f talla I’eix d’abscisses en el punt (—1,0).
A més, com que el denominador és positiu per a tot x, f serd positiva quan = > —1.

(b) Determineu els punts en que la recta tangent a la grafica de f és horitzontal. (1 punt)

2
—x*—2r+3 y . 3 . 1.
Fla) = ?2_{_;)? que, fent f'(z) =0 ens déna x = —3 i z = 1. Com que f(—3) = —5 !
5
1 1 il
L= 7 els punts on la recta tangent és horitzontal sén (—3, _6> i (1, 5)

60. PAU 2016 - Juny - Série 3 - Exercici 2

2. Sigui la funcid

1
r)=——.
f(@) 1+ 22
(a) Estudieu-ne el creixement i, si en té, determineu-ne i classifiqueu els extrems relatius. (1 punt)
—2z . y o ol iz L
il = T o7 El denominador és sempre positiu. Per tant, quan x < 0 f’ és positiva,
£

i la funcié és creixent, mentre que quan x > 0 f’ és negativa, i la funcié és decreixent. En
conseqiiencia, 'inic punt estacionari és x = 0, que correspon a un maxim relatiu.

(b) Calculeu I'equacié de la recta tangent a la grafica de f en el punt d’abscissa z = 1. (1 punt)

1 1 1 1
Fily= 5 ifi(1)= —5 Per tant, la recta és y — 5= —5(:1: —1).

61. PAU 2016 - Juny - Série 3 - Exercici 4

4. Durant la darrera epidémia d’Ebola es va considerar que, sense cap intervencid, el virus es propagava
augmentant en un 3% diari el nombre d’afectats. Suposeu que, en una poblacié, avui, hi ha 25 persones
infectades.

(a) Escriviu la férmula de la funcié que déna el nombre de persones infectades en passar els dies.
Quantes persones estaran infectades al cap de 20 dies? (1 punt)

La funcié és f(xz) = 25-1,03%. Al cap de 20 dies el nombre de persones infectades sera f(20) =
251,030 = 45 0 46 persones infectades.

b) A partir d'una data determinada, en aquesta poblacid s’apliquen unes mesures sanitaries que
?
permeten que el nombre de persones infectades disminueixi segons la funcié g(x) = 1000-(0.95)".

Si considerem controlada 'epidémia quan el nombre d’afectats és igual o inferior a 10 persones,
quants dies hauran de passar després d’aplicar les mesures sanitaries per a poder declarar con-
trolada I’epidemia? (1 punt)

In0,01

050  (DOB)F = 0 =& DUF" = D0 b mn = o5 e

passats 89 dies.

= 89.78... L’epidémia estara controlada
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62. PAU 2016 - Juny - Série 5 - Exercici 1

1.

Dues de les escales que se solen usar per a mesurar temperatures, 'escala Fahrenheit i
I'escala Celsius, estan relacionades linealment, és a dir, la funcié que ens ddna la
temperatura F en graus Fahrenheit a partir de la temperatura C en graus Celsius, és una
recta. L'escala Celsius estableix els 0 °C com a temperatura de congelacio de 'aiguai els
100 °C com la temperatura d'ebullicié. En I'escala Fahrenheit, aquests canvis d’estat de
I'aigua s’esdevenen als 32 °F i als 212 °F respectivament.

a. Escriviu la funcid que, per a cada temperatura expressada en graus Celsius,
ddna la temperatura expressada en graus Fahrenheit. [1 punt]

Anomenarem C la temperatura Celsius, i F la Fahrenheit.
Es tracta de determinaraib en F=a-C+ b amb les dades del problema:

a+b-0=32,a+b-100=212, id’aqui obtenima =32, b=1,8.

Per tant, I'equacié que ens demanen és F = 1,8C + 32.

b. A quina temperatura coincideixen els graus Celsius amb els graus Fahrenheit?
[1 punt]

C=1,8-C+32,idaqui C = -40. Es a dir -40 °C equivalen a -40 °F.

63. PAU 2016 - Juny - Série 5 - Exercici 3

3.

Sigui la funcio
X
X +1
a. Estudieu en quins intervals f creix i en quins decreix. Determineu i classifiqueu, si n’hi
ha, els maxims o minims de f. [1 punt]

fx) =

1-x* _(-x)(1+x)

f'x) = 3 3
(x2 +1) (x2 +1)

Per tant, f és decreixent a (—oo,—l) u(1,+oo), i creixent a 'interval (—1,1).

La funcid té un minimax=-1iun maximax= 1.

b. Escriviu I'equacié de la recta tangent a la grafica de f en el punt d’abscissa x = 2.
[1 punt]

2 3 2 3
f(2)=—, f'(2) =——". Per tant, 'equacid de la recta tangent és y —— =——(x —2).
5 25 5 25




64. PAU 2016 - Juny - Série 5 - Exercici 4

4. Sabem que la funcid derivada f d’'una funcié f, polinomica de tercer grau, talla I'eix
d’abscisses enels punts x=-1ix= 2.

a. lustifiqueu si és possible que, a més dels dos valors citats, f' també talli Ieix
d’abscisses en un altre punt. [1 punt]

La funcié derivada d’una funcié polinomica de tercer grau és de grau 2 i, per
tant, no pot tenir més de dos valors que I'anul-lin.

b. Si ens diuen que f'(1) = 2, indiqueu i classifigueu els maxims i minims de la
funcio f. [1 punt]

Com que -1 <1 < 2 i f(1) és positiva, f ha de tenir un minim a x = -1
iunmaximax=2.

65. PAU 2015 - Setembre - Série 5 - Exercici 3
3. Determineu els valors de a, b i c que fan que la funcio

fx)=x>+ax’ +bx+c
passi pel punt (0,4) i tingui extrems relatius en els punts d’abscissax=1ix = 3.
Classifiqueu aquests extrems. [2 punts]

f(0) = 4. Per tant, c = 4. f'(x)=3x" +2ax+b. De les condicions f(1) = 0i f(3) = 0 es
dedueixen els valorsdeaideb:a=-6,b=09.

A més, per a aquests valors tenim que f'(x)=3x* —12x+9=3(x—1)(x—3). Com que
abans de x = 1 |la derivada és positiva i després és negativa, aquest valor correspon a un
maxim. Amb el mateix raonament, x = 3 correspon a un minim.

61



66. PAU 2015 - Setembre - Série 5 - Exercici 4

4.

S’ha observat que el nombre d’entrades que es venen per al cinema d’un poble esta lligat
al sou mitja x de la poblacid, expressat en milers d’euros, segons la funcio

N(x )_ 50x

a. Determineu el sou mitja de la poblacié que correspon a la maxima venda

d’entrades, i justifiqueu la resposta. [1 punt]
2

N'(x) = SO—X2 , que s’anul-la quan x = -1 i quan
(x2 + 1)

x = 1. Aquest darrer valor, que és I'lUnic que té sentit,

és un maxim perque abans la derivada és positiva i

després és negativa. Per tant, el sou mitja que

correspon a la maxima venda d’entrades és de 1000

€.

b. Sisuposem que els sous de la poblacio ;
creixen indefinidament, com incidiria aquest fet en la venda d’entrades del
cinema? [1 punt]
lim f(x) = 0 perqué el denominador és de grau més gran gue el numerador. Acabaria amb
X—»00

el cinema buit.

67. PAU 2015 - Juny - Serie 2 - Exercici 3

2X+ 2
¥ —x+2
a. Escriviu I'equacié de la recta tangent a la grafica de f en el punt de tall amb
I'eix de les ordenades. [1 punt]
b. Determineu els punts de la corba en els que la recta tangent és horitzontal. [1
punt]

3. Considerem la funcié f(x) =

a. f(0) = 1' el punt on la grafica de f talla I'eix d’ordenades és (0,1). A més,

—4x+6 3
f'(x):— Per tant, f'(0)=— > La recta tangent en (0,1) sera, per tant,

(xz—x+2)

3
=—x+1.
Y 2

b. f'x)=0——-2x’—4x+6=0—x=-3,x=1. A més, f(—3)—§ i f(1)=2. Per

2
tant, els punts on la recta tangent a la corba és horitzontal sén (—3,—;} i(1,2).
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68. PAU 2015 - Juny - Série 2 - Exercici 5

L (x=x?).
a. Estudieu el creixement i el decreixement de la funcié f. [1 punt]
b. Sila funcio fté extrems relatius, indiqueu-ne les abscisses i classifiqgueu-los. [1

punt]

5. Lafuncié derivada d’una funcié fés f'(x) =e

a. La variacio de la funcid f vindra donada pel signe de f. Com que I'exponencial és
sempre estrictament positiva, aquest signe depén només del factor polindmic, que és

positiu quan x esta compres entre 0 i 1. Per tant, f és estrictament creixent a (0,1), i
estrictament decreixent a (—o0,0) U (1,+00).

b. Com a conseqiliéncia de I'apartat anterior, la funcid f té un minim relatiuax=01iun
maxim relatiuax=1.

69. PAU 2015 - Juny - Série 4 - Exercici 2

2. La funcié derivada d’una funcié f és f'(x)=(x—5)-e **.
a. Sienté, determineu i classigfiqueu els extrems de la funcié f. [1 punt]
La part exponencial és sempre estrictament positiva. Per tant, I'Gnic extrem és x =
5. Com que la derivada és negativa abans d’aquest valor i positiva després, aquest
€s un minim.

b. Sabem que la grafica de f passa per P(0,2). Calculeu I'equacio de la recta
tangent a f en el punt P. [1 punt]
f'(0) =-5. Per tant, 'equacié de la recta tangent sera y =—-5x+2.

70. PAU 2015 - Juny - Série 4 - Exercici 5

5. La grafica adjunta mostra la funcié f’, derivada
d’una funcié f.

a. Determineu en quins intervals la funcid f és
creixent, i en quins és decreixent. Si n’hi ha,
classifiqueu els extrems de la funcio f. [1
punt]

f és creixent quan f > 0, és a dir, a 'interval
(—1,+c0). Sera decreixent a (—oo,—l). Per tant,

I'dnic extrem de la funci6 és x = -1, que
correspon a un minim.

b. Indigueu per a quins valors de x la recta tangent a f és horitzontal. [1 punt]

f(x)=0,ax=-1iax=2.Pertant, en aquests dos punts la recta tangent sera horitzontal.
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71. PAU 2014 - Setembre - Série 5 - Exercici 2

2. Unes proves de selectivitat s’han valorat amb notes entre 0 i 10. El nombre de
persones que han rebut una determinada qualificacid x ha vingut donada per la

formula N(x) =250 —(2x —9)°.
a. Quantes persones han tret un 10 d’aquesta prova? Quantes han tret un 67? [1
punt]
b. Quina és la nota que han tret més persones? Quantes persones han tret
aquesta nota? [1 punt]
a. N(10)=129. N(6)=241.
b. N'(x)=—4(2x —9), que s’anul-la quan x = 4.5; aquesta és la nota que han tret un
nombre més gran d’alumnes. El nombre d’alumnes que I'han tret és N(4.5) =250
alumnes.

72. PAU 2014 - Setembre - Série 5 - Exercici 3

3. Llafuncié derivada d’una funcié fés f'(x) =e™" ‘(X—Xz).
a. Estudieu el creixement i decreixement de la funcié f. [1 punt]
b. Si en té, indiqueu les abscisses dels extrems relatius de la funcid f, i
classifiqueu-los. [1 punt]

a. La variacid de la funcid f vindra donada pel signe de f'. Com que I'exponencial és
sempre estrictament positiva, aguest signe depén només del factor polindmic, que és
positiu quan x esta comprés entre 0 i 1. Per tant, f és estrictament creixent a (0,1), i

estrictament decreixent a (—o0,0) w (1,+0).

b. Com a conseqliéncia de I'apartat anterior, la funcio f té un minim relatiuax=0iun
maxim relatiuax=1.

73. PAU 2014 - Setembre - Série 5 - Exercici 6
X
x> -1
a. Sien té, determineu les asimptotes horitzontals i verticals de f. [1 punt]
b. Justifiqueu que la funcié f és decreixent en tot el seu domini. [1 punt]
m f(x) = . Per
+

|
—+1

6. Considerem la funcié f(x)=

a. limf(x)=0. Per tant, y = 0 és una asimptota horitzontal. A més, |
X

X0

tant, x = -1ix =1 sdn asimptotes verticals de la funcio.

2

—x" -1

b. f'(x)(—)z. El numerador és negatiu i el denominador és positiu, per a tot
2
x -1

valor del domini de f. Per tant, f és decreixent en tot el seu domini.
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74. PAU 2014 - Juny - Série 3 - Exercici 2

2.

La grafica de la derivada f’ de la funcio f és una parabola que talla I'eix d’abscisses en
els punts (5,0) i (1,0), i té el vértex en el punt (3,-4).

a. Expliqueu raonadament en quins intervals la funcid f és creixent i en quins
intervals és decreixent. Indiqueu-ne els extrems relatius i classifiqueu-los. [1
punt]

b. Sabem que f(3)=2. Determineu I'equacio de la recta tangent a la funcid f en el
punt (3,2). [1 punt]

a. Amb aquestes dades podem afirmar que ' és positiva i, per tant, f és creixent, a
(—oo,l)u(5,+oo) i ' és negativa i, per tant, f és decreixent, a l'interval (1,5). En

conseqiéncia, fté un maximax=1iun minimax=5.

b. f(3) = -4, que sera el pendent de la recta tangent que ens demanen. A més, (3,2) és
el punt de tangéncia; larecta és y—2=—4(x—3) obé y=—4x+14

75. PAU 2014 - Juny - Seérie 3 - Exercici 3

3.

Una cadena de televisid decideix emetre un nou programa en la franja horaria de les
17:00 h a les 21:00 h. El percentatge d'audiéncia P de la primera emissié en funcié del
temps t, mesurat en hores, és definit per la funcid

1
P(t)= g(—ﬁ +49t* ~760t+3690)  17<t<21

Els directius de la cadena acorden que el programa se seguira emetent si en algun
moment s'aconsegueix un percentatge d'audiéncia superior al 20 %.
a. Expliqueu raonadament en quins intervals de temps l'audiéncia del programa
va augmentar i en quins intervals va disminuir. [1 punt]
b. En vista dels resultats, se seguira emetent el programa? lJustifiqueu la
resposta. [1 punt]

1
a. P'(‘t)z;(—?:t;1 +98t—760) si 17<t<21. 'Gnic valor positiu de I'interval que fa

zero aquesta derivada és t = 20. A més, P’(t) és positiva quan t < 20, i és negativa quan
t > 20. Per tant, la funcid té un maxim relatiu a t = 20. Tindrem, doncs, que el
percentatge d'audiéncia va augmentar de les 17:00 h. fins a les 20:00 h., i va disminuir
de les 20:00 h. a les 21:00 h.

b. Hem vist a l'apartat anterior que P té un maxim relatiu quan t=20, amb un
percentatge d'audiéncia de P(20)=18% . El signe de la derivada ens diu que P(17) i
P(21) son menors que P(20). Per tant, a les 20:00 h. s'aconsegueix el maxim absolut

de percentatge d'audiéncia. En cap moment s'ha aconseguit, doncs, un percentatge
igual o superior al 20% i per tant el programa es deixara d'emetre.
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76. PAU 2014 - Juny - Série 3 - Exercici 6

6.

Sigui la funcio f(x)=x-e".
a. Silafuncid f té extrems relatius, determineu-los i classifiqueu-los. [1 punt]
b. Calculeu la recta tangent a la grafica de f en el punt d’abscissa x = 0. [1 punt]

a. f'(x)=e*(1+x), que només s’anul-la quan x = -1. Com que la derivada és negativa
quan x < -1 i és positiva quan x >-1, la funcid f té un minim a x = -1.

b. f(0) =0, f(0) = 1. Per tant, la recta tangent és y = x.

77. PAU 2014 - Juny - Série 4 - Exercici 1

1.

El preu en Borsa d’unes accions ve donat per la funcié p(t) = 500-e%%, on t indica

els anys transcorreguts a partir del moment present.
a. Sivenem les accions d’aqui a un any, quin sera el percentatge de benefici? [1

punt]

b. D’aqui a quants anys haurem aconseguit doblar el preu de les accions? [1
punt]

a. p(0)=500,p(1)=674,93. Per tant, el primer any les accions s’incrementen en

174,93 100=34,98% .

b. 500-e** =1000 — %% 2—>0,31In2—>t%2,31 . Caldran més

3

174,93 €, el que suposa un increment del

de 2 anys per a doblar el preu de les accions.

78. PAU 2014 - Juny - Série 4 - Exercici 4

4,

Els beneficis diaris, en centenars d’euros, d’un taller de bicicletes ve donat per la
funcié f(x)=—20x” + 50x —20, on x s6n els centenars de bicicletes que es venen. A

més, el taller només té capacitat per a fabricar 200 bicicletes al dia.
a. Calculeu el benefici maxim diari que poden obtenir. [1 punt]
b. Determineu el minim nombre de bicicletes que han de fabricar per a no tenir
perdues. [1 punt]

5
a. f'(x)=—-40x +50, que s’anul-la quan x:z. A més, com que la funcioé f és una

\ . . 2 . e .
parabola amb el coeficient de X" negatiu, es tracta d’'un maxim. Tenim doncs,

5 45
f| — |=—=11,25 centenars d’euros, és a dir, 1125 €.
4 4
b. Caldra determinar els punts de tall de f amb I'eix d’abscisses, que sén x = E ix=2.

1
Per tant, f(x) < 0 si X <—: tindran beneficis a partir de la fabricacid de 50 bicicletes.
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79. PAU 2014 - Juny - Série 4 - Exercici 5

3X—4
5. Considerem la funcié f(x)= .
2x—5
a. Indigueu-ne el domini, i els punts on la grafica de f talla I'eix d’abscisses. [1

punt]
b. Sienté, trobeu les asimptotes horitzontals i verticals de la funcid f. [1 punt]

5 4
a. Domf =R —{—} Els punts de tall sén els que verifiquen f(x) = 0, és a dir, X :5 .

. 3 3 .
b. limf(x)=—; y=— és asimptota horitzontal. lim f(x)=o0 ; f té asimptota vertical:
X—»o0 2 2 x—>52
5
larecta x=—.
2

80. PAU 2013 - Setembre - Série 1 - Exercici 1

1. Donada una funcié f, sabem que f'(x) =e™ - (2x* - 3x).
a. Estudieu el creixement i decreixement de la funcid f. [1 punt]
b. Silafuncio f té extrems relatius, indiqueu-ne les abscisses i classifiqueu-los.

[1 punt]

a. Estudiem el signe de f': la part exponencial és sempre estrictament positiva. Hem d’estudiar,
per tant, 2x? —3x = X(2x —3), que s’anul-la a x = 0 i a x = 3/2. Per tant, com que en els

3
intervals (oo,O)U(E,Jroo f' és positiva, la funcid f sera estrictament creixent; a l'interval

31, . , o .
O,E f' és negativa. Per tant, f sera estrictament decreixent.

‘ Criteris de correccid: Raonament: 0,5 p. Calculs: 0,25 p. Resposta: 0,25 p.

b. Com a conseqliéncia de "apartat anterior, la funcié té un maxim relatiu perax =0, i un
minim relatiu per a x = 3/2.

Criteris de correccid: Determinacio dels punts: 0,5 p. Classificacio: 0,5 p.

67



81. PAU 2013 - Setembre - Série 1 - Exercici 6

6. La demanda d’energia eléctrica d’una ciutat, comptada a partir de la mitjanit
t? -6t +12
6 r

fins a les vuit del mati, és donada per la funcié f(t) = on t

s'expressa en hores (h) i f(t) en milions de kilowatts hora (Kw h).
a. A guina hora el consum coincideix amb el de la mitjanit, i quin és
aquest consum? [1 punt]
b. A quina hora es donara el minim consum? Justifigueu que,
efectivament, es tracta d’'un minim. [1 punt]

a. El consum a mitjanit és f(0) = 2. Ara caldra determinar t amb f(t) = 2:

t? —6t=0—>t=0,t =6:Ales 6 h. del mati el consum sera el mateix que a mitjanit.

Criteris de correccid: Consum a mitjanit: 0.25 p. Plantejament i resolucié de l'equacio:
0.75 p..

1

b. f'(t) :6(2'[—6), que val zero quan t = 3. Com que f' és negativa abans de 3 i és

positiva després de 3, efectivament es tracta d’un minim.

Criteris de correccid: Calcul del minim: 0.5 p. Justificacio que és minim: 0.5 p.

82. PAU 2013 - Juny - Série 3 - Exercici 2

2. Donades les funcions f(x) = x® +5x% + (3 +Kk)x, g(x) = x* +kx.

a. Determineu les abscisses dels punts de tall de les dues corbes. [1 puni]
b. Determineu k perqué la parabola donada per la funcié g tingui el seu vértex en
el punt d’abscissa x = 2, i determineu-ne 'ordenada. [7 punt]

a X +5 +B+kx=x+kx—=> x> +4x* +3x=0->x=0,x=-1,x=-3.

b. g'(x)=2x+k. Per tant, g'(2=4+k=0 si k=-4. En aquest cas,
g(x)=x>—4x d’on obtenim g(2)=—4: el vértex és (2,-4).

\ n _1\
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83. PAU 2013 - Juny - Série 3 - Exercici 5

5.

Segons uns estudis de laboratori, I'evolucio de la poblacié en un cultiu de
bacteris al llarg del temps segueix la funcid f(t) = 30-(1—8") +10,ont

son els dies que han transcorregut des de I'inici de I'experiment, i f(t) és la

poblacié, en milions de bacteris.

a. Quina és la poblacid en el moment de comengar I'experiment?
Justifiqueu si en algun moment s’arribara a tenir 40 milions de
bacteris. [1 punt]

b. Hi haura algun moment en queé la poblacié sigui maxima? Justifiqueu
la resposta. [1 punt]

a. f(0) = 10. En el moment de comengar I'experiment hi ha una poblacié de
10 milions de bacteris.
Hi ha dos raonaments valids per a aquesta resposta:

1r. 30-(1fe't)+10:40—>1fe'l =15 e ' =0, que és impossible.

2n. limf(t) =40 i En ser f estrictament creixent (caldria calcular la derivada

t—om

en aguest apartat) i tenir asimptota horitzontal, no pot tallar-la

b. Com s’ha indicat abans, f'(t)=30-e' >0. Per tant, la poblacié no
deixara de créixer.

84. PAU 2013 - Juny - Série 4 - Exercici 1

1.

Un equip cientific ha estudiat I'evolucio de la poblacié d’'una petita illa de la
Polinesia. Com a conclusié, ha determinat que, per tal d’obtenir una bona
estimacio de la poblacié, cal fer servir I'expressio:

3
P(t) =400 + 18t — 6t2
on t indica els anys transcorreguts des del principi de I'estudi. Es demana:
a. Determineu la poblacié de l'illa quan va comencgar I'estudi, i passat
un any. Quina ha estat la taxa de creixement en aquest periode? [1
punt]

b. Fins a quants anys després del comengament de I'experiment va
créixer la poblacié de Tlilla? Quin va ser el nombre maxim

d’habitants? [71 punt]
a. P(0) = 400, P(1) = 412. La taxa de creixement en aquest periode haura estat
de 12 _ 3%.
400

b. P'(t):18—9\ﬁ gue s’anul-la quan t = 4. Per a t<4 la derivada és positiva, i

per a t>4 és negativa. Per tant, es tracta d'un maxim. A més, P(4) = 424. La
poblacié va créixer durant 4 anys, i va arribar a ser de 424 habitants.
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85. PAU 2013 - Juny - Série 4 - Exercici 4

4. Els beneficis d'una companyia de transport de viatgers vénen donats per la

funcié B(x) =ax® +bx+c, on x és el preu que cobra per cada viatge. Sabem
que si cobren 40 € per viatge, els beneficis s6n de 19.000 €. A més, si
augmentem el preu un 25% el benefici que s’obté és el maxim, de 20.000 €.
Tenint en compte aquestes dades, determineu els valor de a, b i c. [2 punts]

B(40)=19.000. Si augmentem el preu un 25%: 1,25-40 =50€.
El preu de 50€ suposa un benefici de 20000€, i a més aquest benefici és
maxim. Aquestes condicions es tradueixen en:

B(40)=19000]  1600a + 40b +c = 19000
B(50) = 20000} = 2500a + 50b + ¢ = 20000
B'(50) =0 100a+b =0

| resolent s’obtenen les solucions a=-10 , b=1000 i ¢=-5000, de
manera que la funcié benefici és: B(x) = —10x* +1000x —5000

86. PAU 2013 - Juny - Série 4 - Exercici 6

6. Determineu els valors dels parametres a, b i ¢ que fan que les corbes

d’equacions f(x)=x*+ax+b i g(x)=x®+cx® -2 tinguin la mateixa
recta tangent en el punt (1,1). [2 punts]

Substituint en les respectives funcions obtenim a + b = 0, ¢ = 2. Calculant les
f'(x)=3x"+a f'(1)=3+a
-

g'(1)=3+2c

derivades obtenim { —a=2c.Pertant,a=4,b=-

g'(x) = 3x” + 2cx

4, ¢c=2.
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87. PAU 2012 - Setembre - Série 4 - Exercici 1

1. Considerem les funcions f(x)=(x - a)s, g(x)=-x*+bx+c.
a. Determineu els valors dels parametres que fan que les dues corbes
tinguin la mateixa tangent en el punt (2,1). [1,5 punts]
b. Enelcasa=1,feuun grafic aproximat de la funcié f. [0,5 punts]

a. La informacid de I'enunciat es tradueix aixi:
. f(2)=(2-a)’'=1—a=1.
e g(2)=—4+2b+c=1.
f'(x)=3(x-a)* > f'(2)=3(2-a)" =3
g'(x)=-2x+b—>g'(2)=-4+b

A partir d’aqui, de la segona condicié deduimc=-9.

}—)—4+b:3—>b:7.

b. Es tracta de x> desplacada una unitat a la dreta:

88. PAU 2012 - Setembre - Série 4 - Exercici 2

2. Considerem la funcio f(x)= E
X

a. Indiqueu-ne el domini i estudieu-ne el creixement. {1 punt]
b. Calculeu les equacions de les rectes tangents a la grafica de f que sén
paral-leles alarectay + 3x = 2. [1 punt]

2
a. Domf=R-{0}. f'(x)= ——, que és negatiu en tot el domini: f és decreixent en
X

tot el seu domini.

12
b. La recta que ens donen té pendent -3. — =-3 = X=12. Amés, f(-2)=—6 i
X

f(2) = 6. D’aqui obtenim les dues rectes tangents: Y =-3x—-12 i y=-3x+12.
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89. PAU 2012 - Juny - Série 1 - Exercici 1

2. La poblaci6 de bacteris en una mostra evoluciona segons la funcio
f(t)=—t> +4t+12, on t correspon al nombre de setmanes des de linici de
I'experiment, i f{t) és el nombre d’individus que formen la mostra, en milions
d’unitats.

a. Quantes setmanes han de passar fins a la desaparicid de la poblacié? [1 punt]

b. Quin sera el nombre maxim d’individus de la mostra, i al cap de quantes
setmanes es donara? [1 punt]

a. f(t)=—t?+4t+12=—(t+2)-(t—6)=0 quan t = 6. La poblacié6 de bacteris
desapareixera passades 6 setmanes.
b. f'(t)=-2t+4, que s'anul-la a t = 2. Per tant, el maxim de poblacié de bacteris es

donara a t = 2. El nombre de bacteris en aquest moment sera de f(2) = 16 milions de
bacteris a la mostra.

90. PAU 2012 - Juny - Série 1 - Exercici 3

4. Donada la funcié f(x)=x>+ax®+bx+c, determineu els valors dels tres

parametres sabent que la grafica de la funcié passa pel punt (1,18) i que té extrems
relatius perax=-2ix=4. [2 punts]

e f(1)=18.Pertant,1+a+b+c=18.
o f'(x)= 3x?+2ax+b.Pertant, f(-2)=12-4a+b=0,f(4) =48 +8a+b=0.
De les tres condicions es dedueix a = -3, b =-24, c = 44.

91. PAU 2012 - Juny - Série 1 - Exercici 5

1

6. Considerem la funcié f(x) = —
X +3.

a. Escriviu la féormula de la funcid que a cada nombre real, x, li fa
correspondre el pendent de la recta tangent a f en el punt d’abscissa x. [1
punt]

b. Determineu I'equacié del la recta tangent a la grafica de f en el punt
d’abscissa x = -1. [1 punt]

a. La funciod de qué ens estan parlant no és més que la funcié derivada, que anomenarem

p(x):
, —2X
p(x)=f(x)=ﬁ.
(x +3)
b. Com que f(—’l)—1 if'(—1)—1 la recta tangent és —1—1(x+1)
tomd 4 8’ gentes Y= T

72



92. PAU 2012 - Juny - Série 3 - Exercici 1

a
1. Sobre la funcié f(x) = ————— disposem de les dades seglents:
X“+bx+c

e Les seves asimptotes verticals sén x=-3ix=1.

e La seva grafica passa pel punt (0,-4).
a. Determineu la férmula de la funcid, i feu-ne un dibuix aproximat de la grafica

corresponent. [1 punt]
b. Enelcasa=1, b = -2, c =-1 determineu i classifiqueu, si existeixen, els

extrems relatius de la funcio. [1 punt]

a. Les seves asimptotes fan que la funcié hagi de ser de la forma f(X) = 8 Amés
(x+3)(x-1)
_ a 12 e
tenim que f(0)= =—4 —»a=12.Pertant, f(X)= -———— . La seva grafica és:
3.(-1) 2 12x_3
b. En aquest cas la funci6 és f(X) = ————— ,ilasevaderivadaés f'(x)= # i
X“—2x-1 (x*—=2x-1)

que s'anul-la per x = 1. Per tant, (1,-1/2) és I'lnic extrem relatiu de la funcid, i és un maxim perque
' és positiva per valors propers a 1, perd menors, i negativa per a valors propers a 1, perd més

grans.
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93. PAU 2012 - Juny - Série 3 - Exercici 5

5. Sigui f una funcid polindmica de grau 3 amb un maxim a (0,0) i un minim a (2,-4).
a. Feu una grafica aproximada de f. [0,5 punts]
b. Determineu la férmula de la funcid. [1,5 punts]

a. La grafica de la funcio ha de ser aproximadament aixi:

b. Lequacié és de la forma f(x)=ax® +bx® +cx+d i f'(x)=3ax* +2bx+c. Amb les
dades que tenim podem escriure:

e f(0)=0—-d=0.

e f(2)=8a+4b=-4.

¢ f'(0)=c=0.

e f'(2)=12a+4b=0.
D’aquestes condicions obtenima=1,b=-3,c=0, d = 0. La férmula de la funcio és, per tant,
f(x)=x%-3x°.

94. PAU 2011 - Setembre - Série 2 - Exercici 1

1.

a.

N(1) = -1+ 9 =8 . Al cap d’una setmana la poblacié sera de 800 mosques.

N(t)=0— —('[—2)2 +9=0—->1t=-1,t=5. Com que la solucié t = -1 no té sentit, les

mosques desapareixeran passades 5 setmanes.
b.
N'(t) = —2(t —2) =0 —>1t=2.Ja que N’(t) és positiva per a t < 2 i negativa per a t >2,

aleshores t = 2 correspon a un maxim. A més, N(2) = 9. Per tant la poblacié maxima és de

900 mosques, passades dues setmanes.
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95. PAU 2011 - Setembre - Série 2 - Exercici 6

6.

a. f(x)=3ax*+6x-b ¢ pendent de |la recta donada és 6. Les dues condicions
de I'enunciat ens porten, per tant, a:

S

, .a==,b=¢
gue té com a solucid 3 .

Criteris de correccio: 0,5 punts per al plantejament correcta de cadascuna de les dues

condicions. 0,5 punts per a la determinacié dels parametres.

b. En aquest cas tindrem [ (X} = 3x* +6x—=9 _ Els valors que fan zero aquesta
derivada sén x = -3 i x = 1. Per tant, [ (¥) = 3{x +3)}x — 1) p’aqui es dedueix
que x = -3 correspon a un maxim relatiu i x = 1 correspon a un minim relatiu.

Criteris de correccid: 0,25 punts per la substitucio a f. 0,25 punts per a la determinacio

dels zeros de f’. 0,25 punts per a la classificacié de cadascun d’ells.

96. PAU 2011 - Juny - Série 1 - Exercici 3

3.

2x(a—x '
f'(x :(—2). Per a tenir un extrem en x = 1 cal que es verifiqui f'(1)=0, és a

(ax+1)
4x(1-x
dir,2(2+a) =0 que es verifica quan a=-2. Ara tindrem que f'(Xx)= (—)2 Si
(-2x +1)
0<x<1f'(x)>0isi x>1,f'(x) <0. Pertant, x =1 correspon a un maxim relatiu.
, 2x® . y _ .
b. Sia=3, f(x)= . Per tant, limf(x)=oc0. La funcié no té asimptotes horitzontals.
3x+1 Xy
Iim1 f(X) = 0. Per tant, la funci6 té la recta X = —— com a asimptota vertical.
X
3

97. PAU 2011 - Juny - Série 1 - Exercici 5

5.

a. La funcié de beneficis sera B(x) =1(x) — C(x) = %Xz +320x —12000 . Tindrem, doncs,

gue B(x) = 0 si x = 40 o x = 600. En aquest interval la funcié sera positiva: els beneficis seran
positius sempre que produim entre 40 i 600 bicicletes.

b. B'(x)=-x+320. Si x <320, B’ > 0 i si x > 320, B’ < 0: x = 320 correspon al maxim de
beneficis, que és de 39200 €. A cada bicicleta guanyem, doncs, 39200/320=122,50 €
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98. PAU 2011 - Juny - Série 1 - Exercici 6

6.

a. El domini de f esta format per tots els nombres reals. A més f'(x)=1+3e>*. Com que la

funcid exponencial és estrictament positiva, f' també ho és. Per tant, f és estrictament
creixent.

b. f(0)=-1,f'(0) =4;larectatangentsera y =4x—1.

99. PAU 2011 - Juny - Série 4 - Exercici 1

1.

a.
El domini de f coincideix amb el de la funcidé logaritmica: es tracta dels nombre reals
estrictament positius. La funcid és continua en tot el seu domini. Per tant, com que
|il’g1+ In(Xx) = —o, I'asimptota vertical de la funcié f és x = 0.
X—

b.

1
f'(x) =1——, que s’anul:la quan 1-— =0 — X =1. Com que la derivada és negativa quan
X

0 < x <1 iés positiva quan x > 1, tenim que f és decreixent quan 0 < X <1 i és creixent quan
x>1.Comque f(1) =1-0 =1, la funcié f té un minim en el punt (1,1).

100. PAU 2011 - Juny - Série 4 - Exercici 4

4,
a.
La funcid és discontinua a x = 0 (els limits laterals son diferents) i a x = 3 (la funcid hi té una
asimptota).
. 1
Fe=-ag_3pm =1 | fé4) —
b. Quan x > 0, x=3)*  per tant, f)==1 | f4)m1 L'equacid de la recta
tangentsera ¥ = =X+3 |

Criteris de correccié: 0,5 punts pel calcul de la derivada. 0,5 punts per la determinacié de la
recta tangent.
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101. PAU 2011 - Juny - Série 4 - Exercici 6

6.

a. Fésuna funcié exponencial amb la base menor que 1. Per tant, és decreixent.

1 In2
. P = - e mt=- =112
b. E— H— _ 2 . In0.94 e . Caldra que passin més

d’onze anys.

102. PAU 2010 - Setembre - Seérie 2 - Exercici 2

2. Considerem la funci6 f(x) =x®—ax®*+9x+b.
a. Determineu a i b sabent que la grafica de f passa pel punt P(2,2) i
té un extremax=1.
b. Enelcas a=6, b=0, determineu els possibles maxims i minims
de f, i classifiqueu-los.

a.
Com que passa per P(2,2), f(2) = 2, que es tradueix en
2=8-4a+18+b—4a—-b=24. Daltra banda, f'(x)=3x*-2ax+9. Com
que f té un extrem en el punt x=1, f(1) = 0, que es tradueix en
0=3-2a+9—>a=6 i, pertant,b=0.

b.
f'(x) =3x* —12x +9 =3(x —1)(x - 3) . Per tant, la funcid f té un extrem a x=1 i
unaltreax=3.Comque f'>0 abansdex=1if'<0 desprésde x =1, el

punt (1,4) és un maxim relatiu. Amb el mateix argument arribem a la
conclusié que el punt (3,0) correspon a un minim relatiu.

103. PAU 2010 - Setembre - Série 2 - Exercici 3

3. Un fons d’inversions posa en marxa un producte financer que déna un
benefici de R(x) euros en fer una inversi6 de x centenars d’euros,
segons la funcié R(x) =-0,01x* + 4x +20.

a. Calculeu quina és la inversid que dona meés benefici.
b. Calculeu el tant per cent de benefici que s’obtindra amb una
inversié de 1000 €, i la corresponent a 10000 €.

a.

R'(x)=-0,02x+4. Per tant, aquesta derivada s’anulla quan

4
0,02

és positiva i quan x > 200 R’ és negativa. Per tant, la inversié que déna

més benefici és de 20.000 €.

b.

R(10) =59. Per tant, la taxa de rendiment d'una inversié de 1000 euros és

del 5,9%.

R(100) =320 . Per tant, la taxa de rendiment d’'una inversié de 10000 euros

és del 3,2%.

X =200 . Aquest valor correspon a un maxim ja que, quan x < 200, R’



104. PAU 2010 - Setembre - Série 2 - Exercici 6
x— -
x® -1
a. Determineu-ne el domini, i els valors de x pels quals el signe de la

funcioé f és negatiu.
b. Determineu les asimptotes horitzontals i verticals de la funcié f.

6. Donada la funcié f(x) =

a.
El domini de f sén tots els nombres reals excepte x =-1ix=1.

El numerador de la funcié és no negatiu per a qualsevol valor de x. El
denominador és negatiu pels valors de x compresos entre -1 i 1. Per tant el
signe de la funcié és negatiu pels valors de x compresos entre -1 i 1,
excepte en x = 0.

b.
limf(x)=1. Per tant, y = 1 és asimptota horitzontal de la funcid f.

X—

Iim1f(x) = o, Iin}f(x) =oo. Per tant, x = -1 i x = 1 sén asimptotes verticals de

la funcid f.

105. PAU 2010 - Juny - Seérie 1 - Exercici 1

Pregunta 1
a.
. 3x—1 ‘o ,
lim 5 = 3. Per tant, y = 3 es asimptota horitzontal de f.
X—o0 X +
. 3x -1 . ] ,
I|m2 5 = . Per tant, x = -2 és asimptota horitzontal de f.
X2 X +
b.
En ser creixent en tot el seu domini i correspondre x = -2 a una asimptota
. . 3x-1 .o 3x—1 - o
vertical, lim =+ i lim = —0, La grafica de la funcio és:

x>2 X+2 x>-2" X +2
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106. PAU 2010 - Juny - Série 1 - Exercici 2
Pregunta 2

a.
lim f(x)=b; Iirr[lf(x):e0 +1=2. Si la funcié ha de ser continua en x = 0,

x—0~

cal que sigui b = 2.

b.
Per a valors positius de x tenim f'(x) =-e™, que és estrictament negativa.
Per tant, f és decreixent per a tots els valors positius de x.

107. PAU 2010 - Juny - Série 4 - Exercici 2

Pregunta 2
a.
limf(x) =co. Per tant, la funcié no té asimptota horitzontal.

X—o0

lim f(x) =o0. Per tant, la recta x = -1 és asimptota vertical de f.

x——1
b.

, —4x% - 8x
fi(x)=————
(x+1)
obtenim x = 1 i x = -3. Per tant, com que f(1)=-2 i f(-3) =18, els dos punts

sén (1,-2) i (-3,18).

= -3 que, un cop ordenada, ens déna x*+2x-3=0, don

108. PAU 2010 - Juny - Série 4 - Exercici 3
Pregunta 3

a.
f'(x)=e*—-x-e* =e*(1-x). com que el primer factor és sempre positiu i el
segon només s’anul-la a x = 1 tenim que la funcié és creixent per a x < 1 i
decreixent per a x > 1. Per tant, x = 1 correspon a un maxim relatiu.

b.
f(0)=0 i f'(0)=1. Per tant, la recta demanada és y = x.
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109. PAU 2010 - Juny - Série 4 - Exercici 6

Pregunta 6
a.
f(0) =162,

0=-2x*+48x+162=-2(x* —24x -81) = -2(x - 27)(x +3) > x=27. En el
moment de declarar-se I'epidemia hi havia 162 animals malalts. L'epidémia
durara 27 setmanes.

b.

f'(x) =-2(2x —24) que s’anul-la per a x = 12. Correspon a un maxim ja que
per a x < 12 la derivada és positiva, i per a x > 12 és positiva. A més,
f(12)=450. Per tant, el nombre més gran d’animals afectats es donara a la
dotzena setmana, i n’hi haura 450.

110. PAU 2010 - Juny - Série 5 - Exercici 4

Pregunta 4
a.
J— . 2 — 2 — . —
f'(x):(2X 3)-x (XX4 3x+2)-2x _SXX3 4. La recta x+y =5 té pendent
—1. Tindrem, doncs, M:71—>x3 +3x-4=0—->x=1. Com que f(1)=0,
X3

el punt demanat és el (1,0).

b.
limf(x)=1:larectay =1 és asimptota horitzontal de la funcio f.

X—>00

limf(x) =oc: la recta x = 0 és asimptota vertical de la funcio f.

x—0
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111. PAU 2010 - Juny - Série 5 - Exercici 5
Pregunta 5

a
La funcio f és producte de dos factors que no son negatius per a cap valor
de x. Per tant, no existeix cap valor de x tal que f(x) <0. f(0)=0, i cap altre

valor no ho pot verificar ja que, per atot x, e* > 0.

b
f'(x)=2x-e*+x*-e*=x-e"(2+x). f'(-)=-e"-1<0: la funcid és
decreixent en aquest punt.

Si x > 0 els tres factors de f' s6n estrictament positius. Per tant, f és creixent
per a tot valor positiu de x.

112. PAU 2009 - Setembre - Série 1 - Exercici 3

3. Calculeu els parametres a,b,c de lafuncié f(x)=ax’+bx+c, sabent que la recta
Sx—y-2=0 és tangent a la corba f(x) en el punt d'abscissa x=0 i que el valor
minim absolut que pren la funcié és -49/12. [2 punts]

Puntuacio: Raonament i/o planteig correcte 1 punt; solucié 1 punt; Total 2 punts.
Solucié:

El pendent de la recta tangent a la parabola en un punt d’abscissa x és el valor de la
derivada f'(x)=2ax+b,i si x=0 elpendentés b.El pendent de la recta és 5, i per

tant ha de ser. Per x=0 elvalorde y delarectaés y=-2,ielvalorde y de
la parabola és c. Per tant ha de ser . El valor minim de f(x) s’obté en el punt

oo b . .
on f'(x)=2a+b=0, 0 sigui per x= ~5g i en aquest punt, la funcid pren el valor
a

( b b Y b b b
fl-—|=a|—| +b| — [+te=——-—+c=——+c¢
2a 2a 2a 4a 2a da

e : 25 49
Substituint els valors de b,c obtenim wr -2= T d’on resulta . Per tant la
a

funcié és | f(x) =3x> +5x-2
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113. PAU 2009 - Setembre - Série 1 - Exercici 6

6. La taxa d'inflacié interanual d’'un determinat pais durant I'any 2007 expressada en
punts percentuals, i(t), es pot aproximar mitjangant la funcié:

2_
=199 3 <<,
40

en que tés el temps en mesos des del comengament de I'any i t =1 és el mes de
gener.

a) Trobeu en quins mesos la taxa d'inflacié interanual se situa en 3 punts

percentuals [1 punt]

b) Trobeu en quins mesos la taxa d’inflacié és decreixent i en quins és creixent
[0.5 punts]

c) Trobeu en quin mes la taxa d'inflacié assoleix el valor minim i calculeu aquest

valor [0.5 punts]
d) Feu un esbés de la grafica d’'aguesta funcio. [1 punt]
e) Trobeu en quin mes la taxa d'inflacié assoleix el valor maxim i calculeu aquest

valor [1 punt]
Solucié:

2
a) Planteig: *H& =3. Aixi doncs > —10¢+9 =0, obtenint-ne dues
solucions t=1 i t=9 (generisetembre).

2t—-10

b) Creixement i decreixement: i'(t)= , que és positiu si ¢ =5 i negatiu si

t < 5. Per tant [creix en linterval |t >5 (juny, juliol, agost, setembre octubre
novembre, desembre) i decreix en linterval |z <5 (gener, febrer, marg,abril).

¢) Elminimésper =5 (maig)ilainflacié és i(5)=2,6%.

d) Grafica:

4

y2

0 2 4 8 8 10 12
t

- P ’ : 153
e) Elvalor maxim absolut s’obté el mes de desembre ival i(12) = 20 =3,825% .
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114. PAU 2009 - Juny - Serie 3 - Exercici 1

QUESTIONS

1. a) Representeu graficament la funcio:

3 si x<?2
f(x)=4x—-1 si 2=<x<4
3 si X = (1 punt]

b) Digueu en quins punts és discontinua i quin tipus de discontinuitat té. [1 punt]

Solucio:

a) Grafica:

1 2 3 4 5 6

b) La funcid6 és continua excepte potser en els punts x =2 i x =4. En aquests punts
tenim:
lim f(x)=3 i lim f(x)=2-1=1. Per tant la funcié no és continua per Jx = 2|ité
x—=2

x—=2"

una discontinuitat de salt.

lim f(x)=4-1=3 i lim f(x)=3. Per tant lafuncié és continua per |x = 4.
x—4 x—=4"

115. PAU 2009 - Juny - Série 3 - Exercici 3

3. L'evolucio de la poblacié d'un estat, en milions d’habitants, es pot aproximar per la funcié

20¢
P(t) = +40,
@ Al
on r és el temps en anys.
a) Calculeu la poblacié actual (per a ¢t = 0). [0.5 punts]
b) Determineu el limit de P(t) quan t tendeix a infinit. [0.5 punts]

c) Determineu al cap de quants anys la poblacié sera maxima i quants habitants prediu
la funcié per aquest maxim. [1 punt]
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Solucio:

a) P(0) = 40.
b) lim P(t) = 40.

¢) Hem de determinar els extrems relatius. La funcié derivada és:
20(4+17)—20¢(2t) _ 20(4—1%)

4+’ T (4+17)
4—1*=0, és a dir, per t==2 iper t=2. Nom.éjsm en_ginteressa el segon on
P(2) = 45 = 40. Per tant es tracta d’'un maxim i sera ‘

P(r)=

. Per tant els extrems relatius s’obtenen quan

116. PAU 2009 - Juny - Serie 4 - Exercici 3

3. Segons un estudi sobre I'evolucié de la poblacié d’'una espécie protegida determinada,

podem establir el nombre d’individus d’aquesta espécie durant els propers anys mitjangant la
funcié

50t +500
fit)y=———
t+1

En qué ¢ és el nombre d'anys transcorreguts.

a) Calculeu la poblacié actual i la prevista d’aqui a 9 anys. [0.5 punts]

b) Determineu els periodes en que la poblacié augmentara i els periodes en que

disminuira. [1 punt]

c) Esbrineu si, segons aquesta previsid, la poblacio tendira a estabilitzar-se en algun

valor i, si escau, determineu-lo. [0.5 punts]
Solucio:

a) La poblacié actual és de f(0) =500 individus, i la prevista per d’aqui a 9 anys és de
£(9)=95 individus.

b) La derivada de f (1) =M és f'(t)=— 4502
r+1 (t+1)
per tant la funci6 és decreixent i la poblacié disminueix continuament.
c) Com que el limit de f(¢) quan t — < és 50, la poblacié tendira a estabilitzar-se en
50 individus.

que és negativa per a tot 1;

84



117. PAU 2008 - Setembre - Série 4 - Exercici 1

QUESTIONS

1. Considereu la funcié real de variable real:

2
X +5x
X)= o
f ==
a) Determineu els intervals de creixement i decreixement. [1.5 punts]
b) Trobeu-ne els extrems relatius. [0.5 punts]

Solucid: a) i b) El domini és tots els reals excepte el 4. La derivada és:

Fix) = (2x+5)(x—4)—x" - 5x _ 2x" —3x-20-x" —5x _ x*—8x-20 _ (x=10)(x+2)
(x=4)° (x=4)° (x=4)’ -4 |

Per tant, els intervals de creixement i decreixement i els extrems soén:

x<-2 | x=-2| 2<x<10; x#4 | x=10 | x>10

f'>01] f'=0 f'<0 f'=01] f'>0
[ | creix max decreix min creix
f 1 25

Per tant els extrems s6n|(-2,1) que és un maxim i (10,25) que és un minim|
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118. PAU 2008 - Setembre - Série 4 - Exercici 4

4. La grafica adjunta representa una funcié polinomica de segon grau (parabola).

a) Trobeu el vértex de la parabola i les interseccions amb el eixos. [0.5 punts]
b) Determineu I'equacio de la parabola. [1.5 punts]

Solucié: a) Observant el grafic el h/értex és (4,—1)|, la interseccié amb I'eix y és|(0,3) i amb

leix x son els punts|(2,0)i|(6,0).

b) Per tant I’ equaci6 de la parabola és de la forma y =a(x—2)(x—6) = a(x* -8x+12).

Imposant que passi pel punt (0,3) tenim 3=a-(-2)(-6), don resulta a = i i la parabola té

per equacio B=i(x—2)(x—6)=ix2 —2x+3|.

119. PAU 2008 - Juny - Série 2 - Exercici 2

2. Determineu els intervals de creixement i decreixement, aixi com els maxims, i
minims de la funcié f(x)=x¢"*. [2 punts]

Puntuacio: Funcié derivada factoritzada 1 punt; regions 1 punt. Total 2 punts.
Solucio:

La derivada és f'(x) =2xe * +x’e (1) = x(2—x)e *. Els punts on s’anul-la sén:
r= 0 | x=2. Fem la taula de creixement, decreixement i extrems:

x<0 x = = x=2 x=2 w2
f'{x) % 0 0 =0 0 =0
ffx) decreix minim creix maxim decreix
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120. PAU 2008 - Juny - Seérie 5 - Exercici 6

6. Un hivernacle esta destinat al cultiu de tomaquets. Se sap que les tomaqueres

només produeixen fruits si la temperatura de I'hivernacle esta entre 15°C i 40°C. La
grafica seglient dona la produccio de tomaquets en quilos, segons la temperatura que
es manté a I'hivernacle.

900 kg | --------------------

15°C 30°C 40°C

a) Si la temperatura esta entre 15°C i 29°C, digueu quina variacio
experimenta la produccié en augmentar la temperatura 1°C. Calculeu aquesta variacié

quan la temperatura esta entre 30°C i 39°C. [1.5 punts]
b) Definiu una funcié a trossos que expressi la produccid en funcié de la
temperatura. [1.5 punts]
c) Trobeu les temperatures per les quals s’obté el 75% de la produccié maxima.

[1 punt]

Solucio: a) Per a temperatures entre 15°C i 29°C la variaci6 que experimenta la

00
produccié en augmentar 1°C la temperatura és de 91—5 =60kg/’. Per temperatures

entre 30°C i 39°C és de % =-90kg/“ .

b) La funci6é que descriu el grafic donat és:

0 si t<I15
60(r —15) si 15<r<30
—90(t—40) si 30<7<40
0 si t>40

c) El 75% de 900 és 675. Per tant els valors de pels quals s'obté el 75% de la
produccié maxima sén:

60(t-15)=675 — 115+f—§26.25”c

-90(r-4)=675 — t=40- % =32.5°C.
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121. PAU 2007 - Setembre - Série 3 - Exercici 1

QUESTIONS
1. Considereu la funcio
2
X
X) = .
f(x) 1

a) Trobeu I'equaci6 de la recta tangent a la corba y = f(x) en el punt d'abscissa x=2.
b) Determineu els intervals de creixement i decreixement, aixi com els extrems, si n’hi ha.

Puntuacio: Cada apartat 1 punt. Total 2 punts.

_— e— 2 _
Solucié: a) La funcié derivada és | f '(x) = 2x(2x—1) 22x _ 2x(x 13 _
(2x-1) (2x-1)°

4 4
Pertant: f(2)= 3 i f'2)= 9’ i la recta tangent té per equacio:

y:g+g(x—2)—>|4x—9y+4=0|.

b) La derivada s'anul-la per x=0 i per x=1. Els intervals de creixement i decreixement i els
extrems sén doncs:

x<0 x=0 1 x=1 x>1
O<x<l, x#E

f>0| f=0 f1<0 =0 7>0

f creix max decreix min creix

f 0

El tipus d’extrem es pot determinar directament a partir del creixement i decreixement al voltant i per
tant no és necessari calcular la derivada segona.

—




122. PAU 2007 - Setembre - Série 3 - Exercici 5

PROBLEMES

5. Lacorba y = f(x) de lafigura té per domini el conjunt de tots els nombres reals.

L -

a) Determineu els punts on la funcié val 0. Determineu els valors de x pels quals la funci6 és
positiva.
b) Digueu en quins punts s'anul-la la derivada i en quins punts f '(x) <0.
c¢) Trobeu I'equacio de la recta tangent en el punt d’abscissa x=2.
d) Determineu la recta tangent en el punt d’abscissa x =—1.
)

e) Determineu a sabentque f(x)=a(x+1)(x—2)".

Puntuacio: Apartat a) 0.5 punts; apartat b) 0.5 punts; apartat ¢) 0.5 punts; apartat d) 1 punt; apartat
e) 1.5 punts. Total 4 punts. L’apartat e) és el més dificil donat que I'inic valor no nul que és
clarament llegible a la grafica és el de la derivada en el punt x =—1. Tot raonament correcte que
condueixi a un valor aproximat de a ha de ser valorat fins a 1 punt.
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Solucié: a) La funcié val 0 per x =—1 iper x =2, i és positiva per x <—1.
b) Laderivadas'anul-laper x=0 iper x=2 i f'(x)<0 per x<0 1 x>2.

c) Larectatangent per x=2 és

d) El pendent de la recta tangent en el punt d'abscissa x=—1 és —3 i la funcié val 0. Per tant, la
recta tangent és: |y =-3(x+1)]|.

e) Tenim

fx)=a(x+D)(x-2)" =a(x’ =3x* +4).

Per tant, la derivada és f'(x)=a(3x*—6x). Com aquesta val -3 per x=-1 obtenim

|
a(3+6)=-3,donresulta a = —5. Per tant la funcié és:

f(x) =—%(x+l)(x—2)2 =—%(x3 —3x7 +4)|.

123. PAU 2007 - Juny - Série 1 - Exercici 4

4. La funcié f(x)=ax’+bx’ +cx té un extrem relatiu en el punt (1,4) i passa pel punt
(3,0). Trobeu a,b,c.

Puntuacio: Plantejament 1 punt; solucié 1 punt. Total 2 punts.

Solucié: a) La funcié derivada és f'(x) =3ax” +2bx+c. L'extrem relatiu en el punt
(1,4) dona dues condicions: passa pel punt i per tant a+b+c =4, ila derivada val 0 i
per tant 3a+2b+c¢ =0. Com que també passa pel punt (3,0) resulta 27a+9b+3c =0,

i simplificant-la 9a+3b+c¢ =0. Escrivim la matriu ampliada del sistema i reduim per
Gauss:

1 11| 4 1 1 1 | 4 1 11| 4
321 0|—=|0 -1 =2 | -12|—>|0 1 2 | 12
9 3 1] 0 0 -3 2] 0 0 2 4 | 36
d’on obtenim
¢c = 9
= 12-18 = -6
a = 4-9+6 = 1.

La funci6 és doncs, f(x)=x’—6x"+9x.

Nota: La funcié derivada és f'(x)=3x"—12x+9 ila derivada segona és
f"(x)=6x—12.Pertant f(1)=4, f'(H)=0 i f"(1)=-6.Pertant, la funcié té un
maxim en el punt (1,4).
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124. PAU 2007 - Juny - Seérie 1 - Exercici 5

PROBLEMES

5. Considereu la funcio real de variable real

2x+m

f(x)=

on m és un parametre real.
a) Calculeu el valor de m per tal que la tangent a la grafica de f(x) en el punt

d’'abscissa x=-3 sigui paral-lela a la recta x—-3y+1=0. Calculeu també I'equacié
d’aquesta tangent.

Ara fixeu el valor de m=1.
b) Doneu el domini de la funcid i els intervals on és creixent o decreixent.

c¢) Determineu les asimptotes.
d) Feu un esboés de la grafica.

Puntuacio: Cada apartat 1 punt. Total 2 punts.

Solucio: a) Calculem la funcio derivada: f(x)= 2+E, f'(x) =—ﬁ,, i el seu valor
X X"
|
per x=-3 que ha de ser igual al pendent de la recta: f'(-3) =—%=§. D'on resulta

3 . .
m=-3|. La funcié sera: f(x)=2—-—, i el valor de la funci6 per x=-3 és
X

3 1 .
f(—3)=2——3=3. Per tant, la recta tangent és: y=3+§(x+3), 0 també:

[x-3y+12=0]|

|
b) Ara la funcié és |f(x)=2+—|. El domini és tot els reals excepte el zero, i la
X

derivada és f'(x) =—— que és negativa en tot el domini. Per tant la funcié és
e

decreixent en tot el domini.
c) Té una asimptota vertical on s'anul-la el denominador. El limit de f(x)
per x — oo és 2. Per tant té una asimptota horitzontal .

d) Tenint en compte que per la funcid f(x) és positiva, el grafic de la funcio
és per tant:
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125. PAU 2007 - Juny - Série 2 - Exercici 2

2. Considereu la funcié definida a trossos seglent:

—4x+a si x<-2
f(x)=4 ¥’ =5 si 2<x<l
bx+3 si 1£x

a) Calculeu els valors de a ide b pertal que f(x) sigui continua per a tot x.
b) Feu un grafic de la funcié obtinguda en I'apartat anterior.

Puntuacio: Cada apartat 1 punt. Total: 2 punts.

Solucid: a) Perqué sigui continua els limits per I'esquerra i per la dreta en els punts
x=-2 1 x=1 hande seriguals. Per tant:

| 5 —4x-9 si1 x<-2
SN ilafuncio sera: f(x)=1{ ¥*=5 si —2<x<I
b+3 b=-17 ,

—7x+3 si1 1<x

8+a
-4

b) Per x<-2 és una recta de pendent -4 i per x=-2 té el valor f(x)=-1. Per

—2<x<1 és una parabola de vertex a x=0 i per x=1 és una recta de pendent -7
que per x=1 te el valor f(x)=-4. A més, per construccié és continua. Per tant la
grafica és:

[,
L
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126. PAU 2007 - Juny - Série 2 - Exercici 5

PROBLEMES

5. Els beneficis mensuals d'un artesa expressats en euros, quan fabrica i ven x
objectes, s’ajusten a la funcié B(x) =-0.5x* +50x—800, en qué 20< x <60.

a) Trobeu el benefici que obté en fabricar i vendre 20 objectes i en fabricar i
vendre 60 objectes.

b) Trobeu el nombre d'objectes que ha de fabricar i vendre per a obtenir el
benefici maxim, aixi com aquest benefici maxim.

c¢) Feu un esbés del grafic de la funcié B(x).

B
d) El benefici mitja per x objectes és M (x) =ﬁ. Digueu quants objectes ha
X

de fabricar i vendre perquée el benefici mitja sigui maxim, i quin és aquest benefici.

Puntuacio: 1 punt per cada apartat. Total: 4 punts.

Solucié: a) |B(20)=0€| |B(60) =400€|.
b) Trobem els extrems relatius igualant la derivada a 0. B'(x)=-x+50. Per tant

s'obté per i el seu valor és [B(50) =450€/, que dbviament és el maxim absolut

a l'interval 20< x <60.
c) El grafic és:

500
400
300
200

100 /

0 10 20 30 40 50 60

B(x) = —0.5x+50—@. Per tant la derivada
X

d) El benefici mitja ve donat per M (x) =

) 800 . ir
és: M'(x)=-0.5+—. Igualant a zero resulta x=%40, i I'inica solucio dins de
X

linterval és i té per valor M (40)=-20+50-20=10. Per tant ha de vendre
40 objectes i obtindra un benefici mitja de 10 €.
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127. PAU 2006 - Setembre - Série 4 - Exercici 1

QUESTIONS

1. En els sis primers mesos, des que van obrir, una llibreria ha anat anotant el nombre de
compradors de cada mes. Aquest nombre N(x) es pot ajustar per la funcid

1 _
N(x)= M , essent x el namero del mes comptat des que van obrir.
X

a) Quants compradors van tenir el segon mes? En quin mes, comptat a partir de
I'obertura, van tenir 900 compradors?

b) Suposem que aquesta formula serveix per predir el nombre de compradors en el
futur. Podem assegurar que aquest nombre sempre anira en augment? Expliqueu
ben bé el perqué de la vostre resposta.

Puntuacid: a) 1 punt; b) 1 punt. Total 2 punts.

Solucié: a) N(2) :10m-§—600 =700 . Per trobar en quin mes van comprar 900 persones
fem N(x) :M =900 i resolem I'equacio:

X
1000x —600=900x. El resultat és x=6.

600
b) La derivada és N'(x)=

2

>0 que sempre és positiva. Per tant el nombre de

compradors sempre anira en augment.
Tenint en compte que lim N(x) =1000, aix0 vol dir que la corba té una asimptota horitzontal

i que el nombre de compradors tendira a ser 1000 quan s’arribi a la saturacio.

Nota pel corrector: S'entén que la Unica cosa que ha de contestar I'alumne sén les dues primeres
frases. No es demana de calcular 'asimptota i no es descomptaran punts per no donar-la sempre que
es raoni correctament el creixement. Tampoc es demana cap raonament que tingui en compte que

N(x) és una aproximacié d’'una funcié a valors enters.
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128. PAU 2006 - Setembre - Série 4 - Exercici 5

PROBLEMES

5. Considereu la funcio:

C4+x+2 si x<0
x)= )
F&) {f—3x+2 si x=0.

a) Estudieu la continuitat.

b) Determineu els intervals de creixement i decreixement de la funcié.
c¢) Feu un grafic aproximat de la funcié.

d) Trobeu els extrems relatius i absoluts en l'interval [-2 , 2].

Puntuacié: cada apartat 1 punt. Total 4 punts.

Solucié: a) f(0)=2 i f(0")=2. Pertant la funci6 és continua també en el punt
d'abscissa 0.

b) La derivada és:
3P+l si o x<0

2x—3 si x>0

f'(X){

Per estudiar els intervals de creixement i decreixement hem d’estudiar el seu signe

x<0 3 3 3
O<x<—= xX=— xX>—
2 2 2

f'(x)>0 f'(x)<0 f'(x)=0 f'(x)>0
creix decreix minim creix

c¢) Per x <0 la funcié sempre és creixent, talla I'eix x en x=-1 il'eix d’'ordenades en el
punt (0,2). Per x>0 és una parabola que talla I'eix d’abscisses enels punts x=11i x=2 i
I'eix d’ordenades en el punt (0,2). Per tant la grafica té la forma seglent:



d) Els extrems relatius son (0,2), ja que la funcio és creixent a I'esquerra i decreixent a la

1
dreta de x=0i {%ZJ on s'anul-la la derivada per x> 0.

Els extrems absoluts sén els extrems relatius o es prenen en el limit de l'interval. Tenint en

compte que f(-2)=-8, f(0)=2, f(%j:% i £(2)=0, el minim absolut en l'interval

[-2,2] és (—2,—8) i el maxim absolut és (0,2).

129. PAU 2006 - Juny - Série 1 - Exercici 1

3—2x

1. Considereu la funcié f(x)=

a) Trobeu els punts de la grafica en els quals la recta tangent és paral-lela a la recta
3x+4y+5=0.
b) Calculeu I'equacié d’aquestes rectes tangents.

Puntuacio: a) 1 punt; b) 1 punt. Total: 2 punts.

3-2x

Solucié: a) La funcidé és f(x)= :72+i i la seva derivada f'(x):fi.
X

2
X
Igualant-la al pendent de la recta obtenim els punts en els quals la recta tangent és
paral-lela a la recta donada:

3 3 . - . .
f—,:fz; per tant x*=4 i x==2. Substituint en la funcié f(x) obtenim les
2

| 7
ordenades dels punts: F = (2,—5} P, (—2,—5j.
b) Per tant les rectes sén:

y+%—%(x—2) obé 3x+4y-4=0,

y+%—%(x+2) obé 3x+4y+20=0.

Nota pel corrector: No es demana de fer el arafic.
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130. PAU 2006 - Juny - Série 3 - Exercici 4

4. Considereu la funcio
2x+2, si x<0

X)=
F {x2—3x+2, si x>0
a) Dibuixeu la grafica.

b) Estudieu la continuitat.

c) Determineu els extrems relatius.

Puntuacio: a) 1 punt; b) 0.5 punt; c) 0.5 punts. Total 2 punts.

Solucid: a) La grafica de la funcié és la recta de pendent 2 i ordenada a I'origen 2 per
x<0,iper x>0 la parabola y=x" traslladada de tal manera que talla I'eix x per
x=1ix=2,quesodnlesarrelsialeix y enelpunt(0,2). Aixi tenim

b) Tenim f(07)=2 i f(0")=2. Pertantlafuncié és continua en tots els punts.

¢) Tenim un maxim relatiu en el punt (0,2), perqué en un entorn de x =0 la funcié
pren valors menors que 2 tret del punt (0,2). El minim relatiu s’'obté igualant la derivada

. 3 1
a 0, i resulta ser [—,——J.
2 4
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131. PAU 2006 - Juny - Série 3 - Exercici 5

5. El benefici B(x) (expressat en milers d’euros), que obté una empresa per la

venda de x unitats d’'un determinat producte ve donat per la funcio:
B(x)=-x>+300x-16100 pera 50<x<250.

a) Siha venut 110 unitats, quin benefici ha obtingut?

b) Quantes unitats pot haver venut si el benefici obtingut ha estat de 3900 milers

d’euros?

¢) Quantes unitats ha de vendre per a que el benefici sigui maxim? Quin és aguest

benefici maxim?

d) Quina quantitat d’unitats ha de vendre per no tenir pérdues?

Puntuacié: cada apartat 1 punt. Total 4 punts.

Solucié: a) B(110) =4800 milers d’euros. (Es pot calcular per Ruffini o bé substituint
x per 100).
b) Si B(x)=3900 resulta I'equaci6: 3900 = —x” +300x—16100 o de forma equivalent

x* =300x+20000=0, d'on resulten x, =200 i x, =100. Per tant pot haver venut

100 o 200 unitats de producte.
c) Per obtenir el benefici maxim hem d’igualar a 0 la derivada de B(x) que representa

una parabola amb un vertex amb maxim. Tenim B'(x) =-2x+300. Per tant el maxim
s'obté per x,, =150, valor pel qual el benefici és B(150) = 6400 milers d’euros.

d) Per no tenir pérdues cal que B(x)=-x"+300x-16100>0. Resolent la igualtat
obtenim els extrems del segment on B(x) > 0. Aquests sén:

230
x=150%++22500-16100 < 0

Per tant no tindra pérdues per 70 < x <230.

Nota pel corrector: La no especificacio correcta de les unitats es penalitzara amb 0.5
punts.

132. PAU 2005 - Setembre - Série 3 - Exercici 3

3. Lacorba dequacié y=3x"—1 ilarecta y=4x+h sén tangents.

a) Determineu el punt de tangencia.
b) Determineu b .

Puntuacio: Apartat a) 1 punt; apartat b) 1 punt. Total 2 punts.

Solucio: a) La recta té pendent 4, i per tant la funcio derivada y'=6x ha de valer 4 en el

2
punt de tangéncia. Resulta doncs |x =—|. El valor de la y el podem determinar substituint a

3’3

2y 1 -
la corba: }'3-{5) —1:5. Per tant el punt és P(z i)
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. ] . 2
b) Per determinar » només cal fer que la recta tangent passi per P . Per tant 4-§+b =

finalment |b = f% ;

133. PAU 2005 - Juny - Série 1 - Exercici 3

3. Calculeu @ i b de manera que f(x)=aln(x)+bx’+x tingui extrems relatius en
els punts d'abscisses x =1 i x=2, i esbrineu, en cada cas, si es tracta d’'un maxim

o d’'un minim.
Puntuacio: Calcul de a i b 1 punt; determinacio del caracter 1 punt. Total 2 punts.

Solucioé: Si ha de tenir extrems en x=1 i x=2, la funcio derivada f'(x)= L Y|
X

ha de ser nul-la en aquests punts. Per tant:

0 = f) = a+2b+l
0 = () = %+4b+1
1 ] .
d’on resulta: a=—§ , b=—g . D’aqui obtenim
2 x 2 1
(X)=——==+1 i f"X)=—7—=.
S 3x 3 S 3x* 3
2 1 1 . . - \
Per tant f"(1)=§—§=§>0, ien x=1 f(x) té un minim . Analogament:

2 1 1
"2)=——-——=——<0,ien x=2 té un maxim .
f"2) 5737 x f(x)

1
3

100



134. PAU 2005 - Juny - Série 1 - Exercici 5

|
1+x*
a) Calculeu I'equacio de la recta tangent a la corba que representa f(x) en el punt

d'abscissa x=2.

b) Quina és la funcié que dona el pendent de la recta tangent en cadascun dels
punts de la corba?

c) Calculeu el punt de la corba que representa f(x) en el qual el pendent de la

recta tangent és maxim. Trobeu el valor d’'aquest pendent maxim.

5. Considereu la funcio f(x)=

Puntuacio: Apartat a) 1 punt; apartat b) 1 punt; apartatc) 2 punts. Total: 4 punts.

1
Solucié: a) El valor de la funcié en x=2 és f(2)=§. La funcié derivada és

2 4
f'(x)= ——x2 . Pertant, f'(2)=-——". Aixi, la recta tangent té per equacio:
(1+°) 25
Lo 2 oo)|one [4x+25y—13=0|
ST s Y |
., . : 2x
b) Es tracta de la funcié derivada ja calculada f'(x)= —(—2)2 .
I+x

c) Per trobar en quin punt el pendent és maxim hem de calcular la derivada de f'(x) i
igualar-la a 0.

“2(1+x7)+8x"  6x7 -2
f"(x)= (IL+x7)+8x = El signe de f"(x) coincideix amb el del seu

(1+x2)3 (1+x2)3 .

numerador 6x2—2=2(3x2—1), que passa (per x creixent) de positiu a negatiu

| |
enx=——= i de negatiu a positiu en |x=—|. Per tant, el maxim s'obte per
NE) V3
C . I 3 . ci
x=- El punt maxim és _E’Z , i el valor del pendent maxim és

- |-

=

T

3
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135. PAU 2005 - Juny - Série 4 - Exercici 3

3. a) Calculeu els punts del grafic de la corba y = x’ —2x" +x+1 on la recta tangent

1
té pendent ——. b) Determineu la recta tangent en aquests punts.

Puntuacio: Apartat a) 1 punt; apartat b) 1 punt. Total 2 punts.

Solucié: a) Determinem la funcié derivada: f'(x)=3x"—4x+1. Els punts on aquesta

1 |
val _§ correspondran als valors de x que siguin solucié de 3x* —4x +1 =—§, que és

el punt (doble): x =§ . L’dnic punt de la corba és doncs: (%,i—zj :

b) La recta tangent en aquest punt sera: y—g = —l£x—z} o de forma equivalent

19x+27y-35=0|.
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136. PAU 2005 - Juny - Série 4 - Exercici 4

90x+100
4. Lafuncio f(x)= x—S indica el nombre de minuts que s’aconsella de caminar
X+

diariament en funcié del nombre x de setmanes que han passat des que es va
comengar un programa de manteniment.

a) Segons aquest programa de manteniment, a partir de quina setmana s’ha de
caminar més d’'una hora?

b) Feu un grafic aproximat de la funcid i expliqueu el seu creixement. Quant de
temps aproximadament hauria de dedicar diariament a caminar una persona
que porta molt de temps seguint el programa?

Puntuacio: Apartat a) 1 punt; apartat b) 1 punt. Total 2 punts.

90x+100 20
Solucié: a) Hem de resoldre x—5 > 60. Aillant resulta x > 3 i la seva part
X+

entera per excés és 7 setmanes|.

b) El grafic de la funcié presenta una asimptota horitzontal per y =1lim f(x) =90 i per
90(x+5)—-(90x—-100) 550
(x+ 5)2 (x+ 5)2

f(x) és sempre creixent. Per tant la seva grafica té la forma seguent:
100

x =0 pren el valor 20. La derivada és f'(x)= >0 i

80 |
60 |
40j

20

0 10 20 30 40 50
X

quan passin moltes setmanes haura de caminar 90 minuts\ qgue és el valor asimptotic.
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137. PAU 2004 - Setembre - Série 5 - Exercici 5

PROBLEMES

xt+1

5. Siguila funcié f(x)=— T
x —

a) Trobeu les equacions de les asimptotes de f(x).

b) Estudieu el signe de la funcio.

c) Estudieu el creixement i decreixement de la funcié i indiqueu quins son els
seus maxims i minims.

d) Feu un esbos de la grafica de f(x).

Puntuacio: cada apartat 1 punt. Total: 4 punts.

Solucid: a) Les asimptotes verticals corresponen als zeros del denominador i per tant
son . Les asimptotes horitzontals s'obtenen prenent el limit quan x tendeix a

2
x +1
too. Pertantés: y=lim__, f(x)=lm_,, ———=1,0sigui|ly=1|
y oz S (X) e T g

b) El signe de la funcié depén del signe del denominador, ja que el numerador sempre
es positiu. Per tant, tenim el quadre seguent de signes de la funcio:

x<—-1| -l<x<l | x>1
Signe de f(x) + - +

c) Pel que fa al creixement i decreixement, la derivada és

2x(x” =1)=2x(x” +1) _ —4x
(x2 —1)2 (xz —1)2

i el seu signe és el signe del numerador, ja que el denominador és sempre positiu en el
domini. Per tant tenim el seglent quadre de creixement i decreixement de la funcio:

J'x)=

x <0 x=20 x>0
Signe de f'(x) + 0 -
f(x) 0 maxim | (]

d) Per tant el grafic de la funcio6 té la forma seguent:

/ 3 \

S|, 2 .
- y
..................... 1_ B

-3 2 4 0] 1 2 3
X
VAR
.”f \ﬂ
ER
RR
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138. PAU 2004 - Setembre - Série 5 - Exercici 6

6. Una empresa de lloguer de cotxes ens ofereix la possibilitat d'escollir entre dues
tarifes:

A: 20 € per dia mes 0,2 € per quildmetre recorregut.
B: 40 € per dia.

a) Per a cadascuna de les dues tarifes, expresseu el cost del lloguer en funcio del
nombre ¢ de dies de durada del viatge i del quilometratge x.

b) Si s’han de fer 1000 km en 8 dies, a quina tarifa convé acollir-se? | si el viatge
de 1000 km ha de durar 12 dies?

c) Si hem de fer 1000 km, per a quina durada del viatge el cost és el mateix amb
les dues tarifes? Expliqueu quina tarifa ens interessa escollir en funci¢ del
nombre de dies que duri el viatge.

Puntuacio: apartat a) 1 punt; apartat b) 1 punts; apartat c) 2 punts. Total: 4 punts.

Solucié: a) Les formules d’ambdues tarifes sén:

p,(t,x)=20t+0,2x
py(t,x)=40t

b) El preu a pagar per 1000km i per 8 i 12 dies de durada del viatge respectivament,
depenent de la tarifa és:

Tarifa \ Dies 8 12
A 20-8+0,2-1000=360 €| 20-12+200=440 €
B 40-8=320 € 40-12 =480 €

Per tant, si el viatge ha de durar 8 dies convé agafar la tarifa B i el preu sera de 320 €.
Si ha de durar 12 dies conve agafar la tarifa A i el preu sera de 440 €.

c) El cost sera el mateix per ambdues tarifes quan p,(#,1000) = p,(¢,1000), és a dir,

quan 207 +200 = 40¢ . El resultat és dies. Si 1 <10 és preferible la tarifa B i si
t >10 és preferible la tarifa A.
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PAUTES QOMPLEMENTERIES DE CORRECCIO DE MATEMATIQUES APLICADES
A LES CIENCIES SOCIALS. SETEMBRE DE 2004

A fi d'unificar i matisar la puntuacio dels exercicis, afegim unes valoracions per cada un
dels subapartats de cada qlestié o problema:

1.
0,5 punts per dir que els punts estan al contorn i buscar-los
0,5 per torbar-los correctament
0,5 per calcular els valors de f correctament i obtenir el valor maxim
0,5 per afirmar que el maxim s'obté en tot el segment BC

2.
1,0 punts pel grafic
0,5 punts per trobar els punts del contorn
0,5 punts per trobar el maxim i el punt on és maxima f
3.
1,0 punts pel plantejament
1,0 punts per la resolucid
4.
1,0 punts per torbar que el sistema és compatible indeterminat
1,0 per expressar correctament les solucions (qualsevol versio)
5.
1,0 punt cada apartat
6.

1,0 punts apartat a)
1,0 punts apartat b)
2,0 punts apartat c¢)

139. PAU 2004 - Juny - Seérie 1 - Exercici 5

3

5. Considereu la funcié f(x)= ;C_O —15x” +2500.

a)Calculeu I'equacio de la recta tangent en el punt d'abscissa x=0.
b)En quin punt de la corba el pendent de la tangent és minim? Quin és el valor del
pendent minim?

Puntuacio: apartat a) 1,5 punts; apartat b) 2,5 punts. Total: 4 punts.

2

Solucié: a) La funcié derivada és f'(x) :f—0—30x. Per x=0 és f'(0)=01i f(0)=2500.

Per tant, la recta tangent sera |y = 2500,

b) Per obtenir el minim de la derivada determinem la seva derivada i la igualem a 0. Tenim:

f"(x):g—BO. Per tant, s’anulla per . En aquest punt, la derivada val:

150°
10

£'(150) = —30-150 =-2250|, que és el valor minim del pendent de f(x).
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140. PAU 2004 - Juny - Seérie 3 - Exercici 3

x=1

si x<l
3. Sigui f(x):{e st x<%

(x+a)’ si x=1.

Per a quins valors del parametre a la funcié és continua?

Puntuacio: Total: 2 punts. Descompteu 0,5 punts si només es dona 1 valor correcte de a.

Solucié: El possible punt de discontinuitat és x =1, ja que les funcions exponencial i
potencial son continues. El lim _  f(x)=1. En canvi, el valor de f(x), aixi com

lim . f(x)=( +a)’. Pertant, en el punt x =1, la funcié sera continua si i només si

(1+a)* =1, o sigui, si i només si|a:0|o‘a :—2|.

141. PAU 2004 - Juny - Série 3 - Exercici 4

4. Observeu la grafica segiient i digueu quin valor tenen (aproximadament)

a) f(0) b) x si f(x)=0 c) /'(0) d) /'(-2)
1 ......
—_ -
-4 -3 -2 -1 0 1 3 4

-1

Puntuacio: cada pregunta 0,5 punts. Donar per bo qualsevol valor de f'(-2) que estigui a l'interval [-
0.7, -0.2]. Total: 2 punts.

Solucio:

a)|f(0)=-1| jaque per el valor de la funci6 és —1.
b) Si f(x)=0, observem que la funcio talla a I'eix y =0 en els punts d’abscisses .
c) La derivada en l'origen val | /'(0) = 0|, ja que la funcié té un minim relatiu.

1

1
d) | f'(-2)= 5 ja que la recta tangent té aproximadament pendent 5t
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142. PAU 2003 - Setembre - Série unica - Exercici 3

3. Esbrineu si les grafiques de la funcié f(x)=x"-2x+2 idelarecta y=2x-2

son tangents en algun punt. En cas que ho siguin, determineu aquest punt. Hi ha
algun altre punt d’'interseccié entre la recta i la grafica de la funcio?

Solucio:

Determinem la interseccié de la recta i la parabola resolent el sistema seguent:
y=x"=2x+2
y=2x-2

Igualant els valors de y obtenim l'equacié x*—4x+4=0, que té la solucié doble
x=2. Per tant es tracta d'un punt doble de tangéncia i és la Unica intersecci6 entre la
recta i la parabola. El valor de la y és 2. Per tant, el punt de tangéncia és |(2,2)|

Puntuacio: 2 punts.
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143. PAU 2003 - Juny - Série 2 - Exercici 3

3. Determineu l'area finita compresa entre les dues paraboles y=-x"+4x+1 i
y=x"—6x+9

Solucio:

Fem la grafica de les dues paraboles.

Determinem les interseccions. lgualant les ordenades: —x" +4x+1=x"—6x+9. Per

tant x°—5x+4=0, que déna com asolucions x=1 i x=4.Pertantshade

calcular la integral de la diferéncia de les dues paraboles entre 11 4:
4

S = j(—x2 +4x+1)—(x* —6x+9)dx = [(—2x* +10x—8)dx =
1

3 4
_2% sy | =128 g0 30 (-245-8 =9
3 3 3

Puntuacié: 2 punts.
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144. PAU 2003 - Juny - Série 2 - Exercici 5

5. Com a resultat del test efectuat amb un nou model d’automobil per determinar-ne
el consum de benzina, s’ha observat que, per a unes velocitats compreses entre
251 175 km/h, el consum C(x) de gasolina, expressat en litres consumits en 100

km, fets a la velocitat constant de x km/h, es pot aproximar per la funcio
C(x)=7,5-0,05x+0,00025x".

a) Determineu el consum a les velocitats de 50 km/h i de 150 km/h.
b) A quina velocitat s’obté el minim consum? Quin és aquest consum minim?
c) Feu un estudi del creixement i decreixement de la funcié C(x) a linterval

[25,175]. Determineu les velocitats que corresponen a consum maxim, aixi
com aquest consum.

Solucio:

C(50)=17,5-0,05-50+0,00025-50% =5,625 ,
a litres en 100 km.

C(150)=7,5-0,05-150+0,00025-150* = 5,625
b) La grafica de C(x) és una parabola que té un minim absolut. Per determinar-lo

igualem la derivada C'(x) =—0,05+0,0005x a 0i obtenim|x=100 km/h| Per aquesta

velocitat el consum és ‘C(IOO) =35 litres en 100 km |, que sera el consum minim.

¢) La funci6é derivada C'(x) s’anul-la per x=100, on té el minim. Per valors de x
inferiors, esdevé negativa, ja que el coeficient de la x és positiu i per tant, al disminuir
la x a partir del valor que anul-la la derivada, aquesta esdevindra negativa. A l'inrevés
passa quan x s'incrementa a partir d’aquest valor. Per tant la funcioé és decreixent en
l'interval (—e0,100) i creixent en linterval (100,+c0), i assoleix el minim absolut i relatiu
en el punt (100,5). EI maxim absolut en l'interval [25,175] s'assolira en un dels dos
extrems de I'interval (o en tots dos).

Obtenim els valors |C(25) = C(175) = 6,41 litres en 100 km
que s’assolira per les dues velocitats de 251 175 km/h.

, que és el consum maxim

Puntuacié: Apartat a) 0.5 punts, apartat b) 2 punts, apartat c) 1.5 punts. Total: 4 punts.

145. PAU 2003 - Juny - Seérie 5 - Exercici 2

7. Lafuncié f(x)=-5ax’+700x+1440 té un extrem relatiu per x=10. Calculeu el
valorde a.

Puntuacié: 2 punts.
Solucio:

La derivada és f'(x)=-10ax+700. Per x=10 s’anulla. Per tant resulta

£'(10)=—100a +700=0, d'on obtenim [a =7
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146. PAU 2002 - Setembre - Série unica - Exercici 1

Qiiestions

1. Considereu la corba d'equacié  f(x)=x" —x.
a) Calculeu els punts en qué la grafica de f(x) talla I'eix d'abscisses i expliqueu
raonadament on f(x) és positiva i on és negativa.
b) Trobeu l'area del recinte limitat per la part positiva de la grafica de f(x) i el semieix
negatiu d'abscisses.

Puntuacio: Cada apartat val 1 punt. Total: 2 punts.
Solucié:

a) Factoritzem f(x):
f(x)=x"—x=x(x" =D =x(x=1)(x+1).

Per tant té tres zeros reals que son x=-1, x=0, i x=1. En cada un dels intervals
compresos entre els zeros la funcid té signe constant, que podem determinar mirant el signe
de cada factor. El resultat es:

X x<—1 | x=-1 | -1<x<0 | x=0 | O0<x<l x=1 x>1
y y<0 yv=0 yv>0 y=0 y<0 y=0 y>0
Fem un esbds de la grafica de la corba i 'area a determinar:
1.5
1.
0.5
15 1 05 U 05 i 15

-0.5
-1 -
1.51

b) Calculem l'area demanada:
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147. PAU 2002 - Setembre - Série unica - Exercici 5

Problemes

5. Considereu la funcié  f(x)=2002x" +ax+b+sinx, amb a,b reals. Calculeu els valors
dels parametres a,b per tal que f passi pel punt (0,3) i tingui un extrem relatiu en
aquest punt. Expliqueu raonadament quin tipus d'extrem té f en aquest punt.

Puntuacio: Plantejament: 1 punt. Determinacié de a i b : 2 punts. Determinacio del tipus d'extrem: 1
punt. Total: 4 punts.

Solucio: Si volem que la funcié passi pel punt (0,3), hem d'imposar f(0)=3, d'on resulta

. Si, a més, ha de tenir un extrem relatiu en x =0, cal que la seva derivada s’anul-li

en x=0.La funcio derivada és:
f'(x)=4004x+a+cosx,

que s'ha d’anul-lar per x =0 . Resulta doncs: a+1=0. O sigui:

Per saber quin tipus d'extrem és, el més senzill és calcular la derivada segona i estudiar el
seu signe:

f"(x)=4004—sinx
que en el punt x=0 val 4004 >0 . Per tant, es tracta d'un |minim|.

148. PAU 2002 - Juny - Série 2 - Exercici 1

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

149. PAU 2002 - Juny - Série 2 - Exercici 2

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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150. PAU 2002 - Juny - Série 3 - Exercici 1

1. Considereu la parabola y=x" ilarecta y=mx, amb m real positiu.
a) Calculeu l'area de la regio tancada delimitada per les grafiques de la parabola i la

recta en funcié de m .
b) Quin valor té m sil'area de |'apartat a) és 2887

Puntuacio: Cada apartat: 1 punt. Total: 2 punts.

Solucié: Fem la grafica:

= A2

a) La interseccio de la recta i la parabola és

y=mx
y=x
Les dues interseccions sén en els punts (0,0) i (m,m”). Per tant, I'area és:

} don mx=x" i x(x—-m)=0.

m 3

1 me x3 m
S J;(mx—xz)dx[T—?} :?

b) Sihadeser S=288,resulta m*=2°-3" i [m=12].
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151. PAU 2001 - Setembre - Série unica - Exercici 2 (Quiestions)

2. Perque la funcié tingui un extrem relatiu, cal que la derivada f '(x)=2ax+ b sigui nul.la per

x=2. A més, la funcié ha de passar pel punt (2,1). Imposant les dues condicions resulta el
da+b

sistema:
0
da+2b 8

que té per soluci6 a |[a=-2, b= 8| . La derivada segona és

f"(x)=2a=-4<0,
i, per tant, es tracta d'un maxim. [2 punts]
Nota pels correctors: S'acceptara igualment un raonament qualitatiu per la discusid de si €s

maxim o minim.

152. PAU 2001 - Juny - Série 2 - Exercici 2 (Qiliestions)

2. Esbog¢ grafic:

La derivada de la funcid és: ~f(x)::23“. Pergué l'angle de la tangent amb

l'eix d'abscisses sigui de 45°, la derivada ha de ser igual a 1 (tan45°=1) .

Per tant, 26h==1 gue ddéna x=——In2 . El1 valor de VY corresponent és:

f(JC) — eZ.\‘ — e—1n2 — l

2

El punt demanat és: P=(—%,%)=(—0,3465736;0,5)

Nota pels correctors: S'acceptaran com a valides tant la resposta exacta com

1l'aproximada. [2 punts]

153. PAU 2001 - Juny - Série 5 - Exercici 1 (Problemes)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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154. PAU 2001 - Juny - Série 5 - Exercici 2 (Quiestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

155. PAU 2000 - Setembre - Série 2 - Exercici 2 (Problemes)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

156. PAU 2000 - Setembre - Série 2 - Exercici 4 (Quiestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

157. PAU 2000 - Setembre - Série 6 - Exercici 1 (Problemes)

1. a) Les asimptotes sén x = 1 (el denominador s’anulla i el numerador no) iy = —1
(f(x) és el quocient de dos expressions polindmiques del mateix grau).
Es compleix A
ol
fla) = a2
que és positiva per a tot valor de x (diferent de 1). Per tant la funcié f sempre
és creixent.
Aquestes dades donen una grafica de la forma

4

2
6 4 2 2 4 6
-2
4
, . . ” 4
b) S’han de determinar els punts (z, f(z)) on f'(z) = o = 1. Els valors de
—
2 on passa aixod sén x = —1, amb f(z) =1,1x =3, amb f(z) = -3.

El primer apartat porta una mica més de feina que el segon, compteu dos punts i
mig per aquest apartat i un punt i mig pel segon. Tingueu en compte que en el segon
apartat s’han de donar dues solucions.

158. PAU 2000 - Setembre - Série 6 - Exercici 3 (Quiestions)

3. Les funcions primitives de f(z) = e */2 sén de la forma F(z) = —2¢ */2 + K, on K
és una constant. Si F'(0) = 3 s’ha de complir

3=-24+4K&||K=5

Per tant la funcié que es busca és F(z) = —2e %/ +5.

Compteu un punt per la determinaci6 de la integral indefinida i l'altre pel calcul de
la constant K.
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159. PAU 2000 - Juny - Série 1 - Exercici 2 (Problemes)

160.

161.

. Quan t = 0, N = 100, per tant de N = Ae®* deduim A = 100.

uan t =4, N = 25000, per tant de N = 100e5! deduim B = 4 log 250 = 1, 38037.
7

Finalment hem de resoldre
200000 = 100(e'°82°0)t/4 — 100 x 250%/4

Aixi 41082000
0
=B 550
log 250
Es a dir, aproximadament 5 anys i mig. Per tant, d’aqui 1 any i mig hi haura 200000
exemplars.

Compteu 1 punt pel calcul de A, 1 punt pel calcul de B, i 2 punts per la resta.

PAU 2000 - Juny - Série 1 - Exercici 4 (Qliestions)

3

=9+ 3a =27

1.3 .

— +ax
3

0

3
/ (1‘2 +a)dr =
JO

per tant a = 6.

Compteu 1 punt pel correcte plantejament i 1 punt pel resultat final.

PAU 2000 - Juny - Série 3 - Exercici 1 (Qliestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.

162.

PAU 2000 - Juny - Seérie 3 - Exercici 2 (Qliestions)

Solucié no disponible: la pauta oficial no la inclou o no s'ha pogut localitzar.
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